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Ãëàâà 1

Êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñî
ñòðóêòóðîé

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèè, îáúåêòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ñî ñòðóê-
òóðîé, à ìîðôèçìàìè � îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ýòó ñòðóêòóðû. Ýòè
êàòåãîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â [1], [2], [10], [11].

Ïîñêîëüêó ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, òî ïðè
ðàññìîòðåíèè ìíîæåñòâ è ñâÿçåé ìåæäó íèìè ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ðàáîòàòü ñ êëàññàìè. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êëàññîì.

Åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà A ∈ C êëàññà C çàäàíî ìíîæåñòâî F (A), òî
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî {F (A)}A∈C ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ F (A).

1.1 Îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè
Êàòåãîðèåé C íàçûâàåòñÿ òðîéêà (ObC , {C (A, B)}A,B∈Ob C , ◦), ñîñòîÿùàÿ
èç

• êëàññà Ob C , ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ îáúåêòàìè,

• ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {C (A, B)}A,B∈Ob C ,
ýëåìåíòû êîòîðûõ f ∈ C (A, B) íàçûâàþòñÿ ìîðôèçìàìè èç A â B

è îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç A
f→ B,

• è ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ◦ : C (A,B)×C (B, C) → C (A,C), îïðåäåëåí-
íûõ äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè îáúåêòîâ A, B,C ∈ Ob C çíà-
÷åíèÿ êîòîðûõ íà A

f→ B è B
g→ C íàçûâàþòñÿ êîìïîçèöèåé A

g◦f→ B.

Ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ A, B, C,
D è ìîðôèçìîâ A

f→ B, B
g→ C, C

h→ D çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè:

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)
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è äëÿ êàæäîãî îáúåêòà A äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ìîðôèçì A
1A→ A, óäîâëå-

òâîðÿþùèé äëÿ ëþáûõ ìîðôèçìîâ A
f→ B è C

g→ A ðàâåíñòâàì

f ◦ 1A = f , 1A ◦ g = g .

Óïðàæíåíèå 1.1 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî A ∈ Ob C ìîðôèçì 1A,
óäîâëåòâîðÿþùèé ýòèì óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
Ìîðôèçì 1A íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì îáúåêòà A.

Ýëåìåíòû êëàññà Mor C =
⋃

A∈Ob C ,B∈Ob C

C (A,B) íàçûâàþòñÿ ìîðôèç-

ìàìè êàòåãîðèè C .

Óïðàæíåíèå 1.2 Íàïðèìåð, êàòåãîðèþ ñîñòàâëÿåò êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ,
ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Set (A,B), êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îòîá-
ðàæåíèé A → B, è îáû÷íàÿ êîìïîçèöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå
îòîáðàæåíèé A

f→ B è B
g→ C îòîáðàæåíèå (g ◦ f)(x) = g(f(x)). Ýòà

êàòåãîðèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Set è íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé ìíîæåñòâ è
îòîáðàæåíèé.

Äàííàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà êàòåãîðèÿì, â êîòîðûõ îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðîé, ìîðôèçìàìè � îòîáðàæåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ, �óâà-
æàþùèõ� ýòó ñòðóêòóðó, à êîìïîçèöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (g◦f)(x) =
g(f(x)).

Ïîä êëàññîì îáúåêòîâ è ìîðôèçìîâ çàäàííîãî òèïà ìû áóäåì ïîäðàçó-
ìåâàòü íåêîòîðîûé êëàññ K îáúåêòîâ âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ {EA,B}(A,B)∈K ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ìîðôèçìîâ çàäàííîãî òèïà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé âìå-
ñòå ñ çàäàííûì êëàññîì îòîáðàæåíèé ñîñòàâëÿþò êàòåãîðèþ, äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• Åñëè g è f ïðèíàäëåæàò êëàññó K, òî g ◦ f ïðèíàäëåæèò êëàññó K.

• Òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññó K.

Óïðàæíåíèå 1.3 Áóäåò ëè êàòåãîðèåé êëàññ âñåõ ïóíêòèðîâàííûõ ìíî-
æåñòâ è îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó â îòìå÷åííóþ?

Óïðàæíåíèå 1.4 Áóäåò ëè êàòåãîðèåé
1. êëàññ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è íåóáûâàþùèõ îòîáðà-

æåíèé

2. êëàññ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è óáûâàþùèõ îòîáðàæå-
íèé

3. êëàññ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è âîçðàñòàþùèõ îòîáðà-
æåíèé

4. êëàññ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è íåâîçðàñòàþùèõ îòîá-
ðàæåíèé
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1.2 Êàòåãîðèÿ ìîíîèäîâ
Ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (M, ·), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà M è îòîáðà-
æåíèÿ · : M × M → M , (x, y) 7→ x · y, îïðåäåëåííîãî äëÿ âñåõ x, y ∈ M è
óäîâëåòâîðÿþùåãî çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè

(∀x, y, z ∈ M) (x · y) · z = x · (y · z)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñèìâîë îïåðàöèè ′·′ ìû áóäåì îïóñêàòü.
Îòîáðàæåíèå ìåæäó ïîëóãðóïïàìè f : M → M ′ íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþ-

ùèì îïåðàöèþ, åñëè (∀x1, x2 ∈ M) f(x1 · x2) = f(x1) · f(x2).

Óïðàæíåíèå 1.5 Áóäåò ëè êëàññ âñåõ ïîëóãðóïï è ñîõðàíÿþùèõ îïåðà-
öèþ îòîáðàæåíèé êàòåãîðèåé?

Ýëåìåíò 1 ∈ M íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì, åñëè

(∀x ∈ M)1 · x = x · 1 = x .

Åñëè 1 è 1′ � ëþáûå äâà íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòà, òî èç 1′ · x = x ñëåäóåò,
÷òî 1′ · 1 = 1, à èç x · 1 = x âûòåêàåò 1′ · 1 = 1′. Ñëåäîâàòåëüíî, íåéòðàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ïîëóãðóïïà (M, ·) íàçûâàåòñÿ ìîíîèäîì, åñëè îíà îáëàäàåò íåéòðàëü-
íûì ýëåìåíòîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ìîíîèäà,
ìû èíîãäà áóäåì îïèñûâàòü ìîíîèä êàê òðîéêó (M, ·, 1). Íàïðèìåð, äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X òðîéêà (P (X),∩, X), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ñ îïåðàöèåé ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò ìîíîèäîì.

Óïðàæíåíèå 1.6 Áóäåò ëè êàòåãîðèåé êëàññ âñåõ ìîíîèäîâ è îòîáðàæå-
íèé, ñîõðàíÿþùèõ îïåðàöèþ?

Óïðàæíåíèå 1.7 Áóäåò ëè ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ îòîáðàæåíèå ìîíîè-
äîâ ïåðåâîäèòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â íåéòðàëüíûé?

Êîíòðïðèìåð. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f :
P (X) → P (X) ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ â ñåáÿ, f(S) = S ∩ A. Îíî áóäåò
ãîìîìîðôèçìîì ïîëóãðóïï (P (X),∩) → (P (X),∩). Íî îíî îòîáðàæàåò åäè-
íèöó X ìîíîèäà P (X) íå â åäèíèöó, à â ýëåìåíò A ∈ P (X). Ñëåäîâàòåëüíî,
îòâåò îòðèöàòåëüíûé.

Îòîáðàæåíèå ìîíîèäîâ f : M → M ′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ìî-
íîèäîâ, åñëè îíî ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ è ïåðåâîäèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â
íåéòðàëüíûé.

Óïðàæíåíèå 1.8 Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ìîíîèäîâ è èõ ãîìîìîðôèçìîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êàòåãîðèåé.



1.3. Êàòåãîðèÿ ãðóïï 7

1.3 Êàòåãîðèÿ ãðóïï
1.3.1 Îïðåäåëåíèå ãðóïïû
Ìîíîèä (M, ·) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ M íàéäåòñÿ òàêîé
x′ ∈ M , ÷òî x · x′ = 1.
Óïðàæíåíèå 1.9 Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò, îáëàäàþùèé ýòèì ñâîéñòâîì,
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
Ðåøåíèå. x′′ = x′xx′′ = x′.
Óïðàæíåíèå 1.10 Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî n×n-ìàòðèö ñ íåíóëåâûì
îïðåäåëèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.
Óïðàæíåíèå 1.11 Áóäåò ëè ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ îòîáðàæåíèå f : G →
G′ ìåæäó ãðóïïàìè ïåðåâîäèòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â íåéòðàëüíûé è
îáðàòíûé � â îáðàòíûé.
Ðåøåíèå. f(1)f(1) = f(1) ⇒ f(1)f(1) = f(1) · 1 ⇒ f(1)−1f(1)f(1) =
f(1)−1f(1) · 1 ⇒ f(1) = 1. f(x−1)f(x) = f(x−1x) = f(1) = 1.

1.3.2 Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï
Îòîáðàæåíèå ãðóïï f : G → G′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ âñåõ
x1, x2 ∈ G èìååò ìåñòî f(x1x2) = f(x1)f(x2).
Óïðàæíåíèå 1.12 Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ âñåõ ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ êàòåãîðèåé.

1.3.3 Ïîäãðóïïû è ôàêòîð-ãðóïïû
Ïîäìíîæåñòâî H ⊆ G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè äëÿ âñåõ åå ýëåìåíòîâ
x, y ∈ G âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. 1 ∈ H

2. x, y ∈ H ⇒ xy ∈ H

3. x ∈ H ⇒ x−1 ∈ H

Óïðàæíåíèå 1.13 Ïóñòü G � ãðóïïà, à H ⊆ G � å¼ ïîäãðóïïà. Äîêà-
çàòü, ÷òî îòíîøåíèå R = {(x, y) : x−1y ∈ H} ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà G. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññû ýêâèâàëåíòîñòè ñîñòîÿò
èç ìíîæåñòâ gH = {gh : h ∈ H}
Ðåøåíèå: y−1x = (x−1y)−1 èáî y−1x(x−1y) = 1, îòñþäà ñëåäóåò ñèììåò-
ðè÷íîñòü x−1y ∈ H ⇒ (x−1y)−1 ∈ H ⇒ y−1x ∈ H. Ðåôëåêñèâíîñòü è
òðàíçèòèâíîñòü î÷åâèäíû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî g ∈ G îïèøåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé
g. Åñëè x ýêâèâàëåíòåí g, òî g−1x ∈ H, è çíà÷èò x ∈ gH. Íàîáîðîò, åñëè
x ∈ gH, òî g−1x ∈ g−1gH = H.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Ýòè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ ëåâûìè
êëàññàìè ñìåæíîñòè ïî ïîäãðóïïå H. Êëàññû Hg íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè
êëàññàìè ñìåæíîñòè.

Ïîäãðóïïà H ⊆ G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè (∀g ∈ G) g−1Hg ⊆ H.

Óïðàæíåíèå 1.14 Áóäåò ëè âñåãäà â ýòîì ñëó÷àå g−1Hg = H?

Ðåøåíèå. g = (g−1)−1 ⇒ gHg−1 ⊆ H ⇒ H ⊆ g−1Hg.

Óïðàæíåíèå 1.15 Ïóñòü f : G → G′ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Äîêàçàòü,
÷òî ïîäìíîæåñòâî f−1(1) =def {g ∈ G : f(g) = 1} áóäåò íîðìàëüíûì
äåëèòåëåì.

Ðåøåíèå. f(g1) = 1 è f(g2) = 1 ⇒ f(g−1
1 g2) = 1. Çíà÷èò, f−1(1) � ïîäãðóïïà.

f(h) = 1 ⇒ f(g−1hg) = 1, ñòàëî áûòü ýòà ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.
Ïðîîáðàç f−11 íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ÿäðîì è îáî-

çíà÷àåòñÿ Ker f .
Ïóñòü H ⊆ G � ïîäãðóïïà. Ðàçîáüåì ãðóïïó G íà ëåâûå êëàññû ñìåæ-

íîñòè ïî H.

Óïðàæíåíèå 1.16 Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ ñìåæíîñòè ïî ôîð-
ìóëå gH ·fH = {xy : x ∈ gH&y ∈ fH}. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
äâóõ êëàññîâ ñìåæíîñòè áóäåò êëàññîì ñìåæíîñòè òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà H áóäåò íîðìàëüíîé.

Åñëè H íîðìàëüíà, òî gHfH = gfHH = gfH. Íàîáîðîò, gHfH = tH âëå-
÷åò t−1gHfH = H, îòêóäà t−1gf ∈ H è gfH = tH. Ïîëó÷àåì gHfH = gfH.
Ïðè g = 1 áóäåì èìåòü HfH ⊆ fH, è âìåñòå ñ òåì Hf ⊆ fH. Ïîëó÷àåì
f−1Hf ⊆ H.

Óïðàæíåíèå 1.17 Åñëè H íîðìàëüíà â G, òî êëàññû ñîñòàâëÿþò ãðóï-
ïó.

Óïðàæíåíèå 1.18 Ïåðâàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå. Ïóñòü f : G → G′ �
ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà G′ ∼= G/ Ker f .

Óïðàæíåíèå 1.19 Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî H ⊆ G áóäåò ïîäãðóï-
ïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíà èìïëèêàöèÿ x, y ∈ H ⇒ x−1y ∈ H.

Óïðàæíåíèå 1.20 Îïèñàòü âñå ïîäãðóïïû àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷è-
ñåë.

Ðåøåíèå. Ïóñòü H ⊂ Z � íåíóëåâàÿ ïîäãðóïïà. Âîçüìåì íàèìåíüøèé ïî-
ëîæèòåëüíûé ýëåìåíò n ∈ H. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî m ∈ H
ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå p, q ∈ Z, ÷òî m = pn + q è 0 ≤ q < n.
Ïîëó÷èì q ∈ H, çíà÷èò q = 0. Ñëåäîâàòåëüíî âñÿêèé ïîëîæèòåëüíûé ýëå-
ìåíò èç H äåëèòñÿ íà n. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç H êðàòíû
n.
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Óïðàæíåíèå 1.21 Îïèñàòü âñå ïîäãðóïïû àääèòèâíîé ãðóïïû ïåðåñòà-
íîâîê òðåõ ýëåìåíòîâ. Êàêèå èç íèõ íîðìàëüíû?

Óïðàæíåíèå 1.22 Âòîðàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå. Äëÿ öåïî÷êè ïîä-
ãðóïï N ⊂ H ⊂ G òàêèõ, ÷òî N è H � íîðìàëüíûå äåëèòåëè ãðóïïû G
èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì (G/N)/(H/N) ∼= G/H.

Óïðàæíåíèå 1.23 Òðåòüÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå. Äëÿ íîðìàëüíîãî äå-
ëèòåëÿ H ⊂ G è ïîäãðóïïû A ⊆ G èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì AH/H ∼=
A/A ∩H.

1.3.4 Ïîäêàòåãîðèè è íàäêàòåãîðèè êàòåãîðèè ãðóïï
Ðàññìîòðèì êàòåãîðèè, ñîäåðæàùèå êàòåãîðèþ ãðóïï è ñîäåðæàùèåñÿ â êà-
òåãîðèè ãðóïï.

Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ. Êàòåãîðèÿ D íàçûâàåòñÿ ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè
C , åñëè Ob D ⊆ Ob C è D(D1, D2) ⊆ C (D1, D2) äëÿ ëþáûõ D1, D2 ∈ Ob D .

Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî öåïü ïîäêàòåãîðèé

Grp ⊂ Mon ⊂ SGrp ,

ãäå Grp � êàòåãîðèÿ ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ, Mon � êàòåãîðèÿ ìîíîèäîâ
è îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ îïåðàöèþ è íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, SGrp �
êàòåãîðèÿ ïîëóãðóïï è ñîõðàíÿþùèõ îïåðàöèþ îòîáðàæåíèé.

Ïîäêàòåãîðèÿ D ⊆ C íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé, åñëè D(D1, D2) =
C (D1, D2) äëÿ ëþáûõ D1, D2 ∈ Ob D .

Óïðàæíåíèå 1.24 Â ÷àñòíîñòè Grp ⊂ SGrp � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, à
Mon ⊂ SGrp � íå áóäåò ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé.

Ðàññìîòðèì ïîäêàòåãîðèè êàòåãîðèè ãðóïï

Mat ⊂ FAb ⊂ Ab ⊆ Grp ,

ãäå

• Îáúåêòàìè Mat ñëóæàò àáåëåâû ãðóïïû Zn, n = 0, 1, 2, · · · , ìîðôèçìû
Zn → Zm çàäàþòñÿ m× n-ìàòðèöàìè (ai,j)1≤i≤m,1≤j≤n

• FAb � êàòåãîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ

• Ab � êàòåãîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ

Óïðàæíåíèå 1.25 Äîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè
ïîäêàòåãîðèÿìè êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï.

Óïðàæíåíèå 1.26 Ïóñòü D1 ⊆ C è D2 ⊆ C � ïîëíûå äîêàòåãîðèè, è
D1 ⊆ D2 � ïîäêàòåãîðèÿ. Áóäåò ëè D1 ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè
D2?
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1.4 Êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñ áèíàðíûì îòíîøå-
íèåì

Ðàññìîòðèì öåïü ïîäêàòåãîðèé

∆ ⊂ Totord ⊂ Ord ⊂ Preord ⊂ Rel ⊂ Graph

• Îáúåêòàìè ∆ ñëóæàò êîíå÷íûå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà
[n] = {0, 1, · · · , n} è íåóáûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ [m] → [n]

• Totord � êàòåãîðèÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è íåóáûâàþùèõ
îòîáðàæåíèé

• Ord � êàòåãîðèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è íåóáûâàþùèõ
îòîáðàæåíèé

• Preord � êàòåãîðèÿ ïðåäóïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è íåóáûâàþùèõ
îòîáðàæåíèé

• Rel � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì è îòîáðàæåíèé f :
(X, R) → (X ′, R′), ñîõðàíÿþùèõ îòíîøåíèå, (x, y) ∈ R ⇒ (f(x), f(y)) ∈
R′

• Graph � êàòåãîðèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ A
(s,t)→ X × X è ìîð-

ôèçìîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïàð îòîáðàæåíèé f : X → X ′ è g : A → A′,
äåëàþùèõ êîîìóòàòèâíûìè äèàãðàììû

A
(s,t) //

g

²²

X ×X

f×f

²²
A′

(s′,t′)// X ′ ×X ′

Áèíàðíîå îòíîøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê âëîæåíèå R ⊆ X ×X, à ìîðôèçì �
êàê îòîáðàæåíèå f : X → X ′, äåëàþùåå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó

R
⊆ //

g

²²

X ×X

f×f

²²
R′

⊆ // X ′ ×X ′

â êîòîðîé g(x, y) = (f(x), f(y)) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ R. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàò-
ðèâàòü Rel êàê ïîäêàòåãîðèþ èç Graph.

Óïðàæíåíèå 1.27 Áóäåò ëè ýòà ïîäêàòåãîðèÿ ïîëíîé? (Îòâåò: Äà)

Óïðàæíåíèå 1.28 Êàêèå èç ïîäêàòåãîðèé áóäóò ïîëíûìè?
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1.5 Êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Ðàñìîòðèì öåïü êàòåãîðèé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Metrc ⊂ Metr1 ⊂ MetrL ⊂ Metru ⊂ Metr ⊂ Haus ⊂ Top

• Metrc � êàòåãîðèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ñæèìàþùèõ îòîáðàæå-
íèé

• Metr1 � êàòåãîðèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé f : (M, d) →
(M ′, d′) óäîâëåòâîðÿþùèõ (∀x, y ∈ M)d′(f(x), f(y)) ≤ d(x, y)

• MetrL � êàòåãîðèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé f : (M,d) →
(M ′, d′), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ,
÷òî (∀x, y ∈ M)d′(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y)

• Metru � êàòåãîðèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé

• Haus � êàòåãîðèÿ õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðà-
æåíèé

• Top � êàòåãîðèÿ âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé

Óïðàæíåíèå 1.29 Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññîâ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé ñîñòîèò èç
ïîäêàòåãîðèé. Êàêèå èç ïîäêàòåãîðèé áóäóò ïîëíûìè?



Ãëàâà 2

Êàòåãîðèè, ôóíêòîðû è
åñòåñòâåííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàññìàòðèâàÿ ìîäåëü êàê îáúåêò íåêîòîðîé êàòåãîðèè, ìû îòâëåêàåìñÿ îò
åå ýëåìåíòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå îáúåêòû êàòåãîðèè ìîãóò íå èìåòü ýëåìåíòîâ.
Òåì íå ìåíåå, êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàííîé ãëàâå, ìîðôèçìû â ïðîèçâîëüíîé
êàòåãîðèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé.

2.1 Íàïðàâëåííûå ãðàôû è êàòåãîðèè
Â ïåðâîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè êàòåãîðèè, îáúåêòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâàìè ñî ñòðóêòóðîé. Â äàííîé ÷àñòè ìû îïðåäåëÿåì êàòåãîðèþ êàê
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè äëÿ ñòðåëîê. Âåðøèíû ýòîãî
ãðàôà - íåäåëèìûå îáúåêòû.

(Îðèåíòèðîâàííûì) ãðàôîì Γ íàçûâàåòñÿ ïàðà êëàññîâ A, V , è ïàðà
îòîáðàæåíèé cod, dom : A → V . Ýëåìåíòû èç A íàçûâàþòñÿ ñòðåëêàìè, à
ýëåìåíòû èç V � âåðøèíàìè ãðàôà. Åñëè A è V � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà,
òî ãðàô ìîæíî íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè, èçîáðàæàÿ ñòðåëêè ñ ïîìîùüþ
íàïðàâëåííûõ êðèâîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, à âåðøèíû � òî÷êàìè. Íàïðèìåð,
ðèñóíîê

a
α→ b

β← c

çàäàåò ãðàô, îïðåäåëåííûé ïàðîé ìíîæåñòâ è ïàðîé îòîáðàæåíèé

A = {α, β}→→{a, b, c} = V,

ãäå domα = a, domβ = c, codα = codβ = b.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôà Γ è åãî âåðøèí a, b îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(a, b)

êëàññ {α ∈ A : domα = a, codα = b}. Ïóñòü A ×V A = {(α, β) ∈ A × A :
domα = codβ}.

12
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Óïðàæíåíèå 2.1 Êàæäîé êàòåãîðèè ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô

MorC
−→
−→ObC ,

ãäå MorC =
⋃

(a,b)∈Ob C×Ob C

C (a, b), è äëÿ ñòðåëîê α ∈ C (a, b) íà÷àëî è êî-

íåö îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì dom(α) = a, cod(α) = b. Äëÿ ýòîãî ãðàôà çà-
äàíû îòîáðàæåíèÿ 1(−) : ObC → MorC è (−)◦ (=) : MorC ×ObC MorC −→
MorC , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

cod(α ◦ β) = cod(α), dom(α ◦ β) = dom(β), ïðè dom(α) = cod(β);
1a ◦ α = α ◦ 1b = α, äëÿ âñåõ α ∈ C (a, b);

(α ◦ β) ◦ γ = α ◦ (β ◦ γ), åñëè domα = codβ è domβ = codγ.
Íàîáîðîò, âñÿêîìó îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè ñîîò-
âåòñòâóåò êàòåãîðèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå êà-
òåãîðèè.

Óïðàæíåíèå 2.2 ×àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì f : A → B íàçûâàåòñÿ ÷åò-
âåðêà, ñîñòîÿùàÿ èç òðîéêè ìíîæåñòâ A, B, D ⊆ A è îïðåäåëåííîé íà D
ôóíêöèè f : D → B. Êîìïîçèöèÿ f ◦ g äëÿ ÷àñòè÷íûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì, îïðåäåëåííûì äëÿ x, ïðèíàäëåæàùèì
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ g, äëÿ êîòîðûõ g(x) ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ f . Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíî-
æåñòâà, à ìîðôèçìàìè � ÷àñòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ. Äîáàâëÿÿ ê êàæäî-
ìó ìíîæåñòâó îòìå÷åííóþ ("áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ") òî÷êó è äîîïðåäå-
ëÿÿ îòîáðàæåíèÿ äî ïåðåâîäÿùèõ òî÷êè íåîïðåäåëåííîñòè â îòìå÷åííóþ
òî÷êó, ïîëó÷àåì, ÷òî êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ è ÷àñòè÷íûõ îòîáðàæåíèé
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé,
ìîðôèçìàìè ìåæäó êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà
âñåõ ýëåìåíòàõ è ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó â îòìå÷åííóþ.

Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ ìàëîé, åñëè êëàññ ObC ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.
Óïðàæíåíèå 2.3 Ïóñòü M � ìîíîèä. Ðàññìîòðèì M êàê êàòåãîðèþ,
èìåþùóþ åäèíñòâåííûé îáúåêò M , ìîðôèçìàìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòû ìîíîèäà. Òàêèì îáðàçîì MorM = M . Çàêîí êîìïîçèöèè îïðåäåëåí
îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìîíîèäà. Ìîðôèçì 1M îïðåäåëèì êàê
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ìîíîèäà M . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àêñèîìû êàòåãîðèè
âûïîëíåíû.

Óïðàæíåíèå 2.4 Ïóñòü (X,≤) � ïðåäóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Åãî ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ X, èìåþùåé ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ
MorX = {(x, y) : x ≤ y} è ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ObX = X. Îòîáðàæå-
íèå 1(−) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè 1x = (x, x), êîìïîçèöèÿ äåéñòâóåò ïî
ôîðìóëå (y, z) ◦ (x, y) = (x, z). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðåäóïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàëóþ êàòåãîðèþ C , ó êîòîðîé äëÿ ëþáîé
ïàðû îáúåêòîâ a, b ìíîæåñòâî C (a, b) ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç îäíîãî
ýëåìåíòà.
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Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ. Äâîéñòâåííîé (èëè äóàëüíîé) êàòåãîðèåé C op íà-
çûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ, èìåþùàÿ êëàññ îáúåêòîâ ObC op = ObC , êëàññ ìîð-
ôèçìîâ MorC op = MorC ó êîòîðûõ íà÷àëà è êîíöû ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè -
codop(α) = dom(α), domop(α) = cod(α). Êîìïîçèöèÿ α ◦ β â C op îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê êîìïîçèöèÿ β ◦ α â êàòåãîðèè C .

2.2 Ôóíêòîðû
Ïóñòü A è B � êàòåãîðèè. Ôóíêòîðîì F : A → B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
êëàññîâ F : ObA → ObB è ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ F = FA,A′ :
A(A,A′) → B(F (A), F (A′)), òàêèå ÷òî

F (α ◦ β) = F (α) ◦ F (β),

äëÿ âñåõ α, β ∈ MorA, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ domα = codβ; è
F (1A) = 1F (A),

äëÿ âñåõ A ∈ ObA.
Ïðèìåð 2.2.1 Ïóñòü I � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Åãî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ìàëóþ êàòåãîðèþ I. Ôóíêòîð F : Iop → Set áóäåò â òî÷íî-
ñòè ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ F (i) è îòîáðàæåíèé F (i ≥ j) : F (i) → F (j),
óäîâëåòâîðÿþùèõ F (j ≥ k) ◦ F (i ≥ j) = F (i ≥ k) äëÿ âñåõ i ≥ j ≥ k.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé îáðàòíûé ñïåêòð ({Ai}i∈I , ρ) íàä íàïðàâëåííûì
ìíîæåñòâîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêòîð F : Iop → Set , ïðèíè-
ìàþùèé çíà÷åíèÿ F (i) = Ai íà îáúåêòàõ è F (i ≥ j) = ρi

j � íà ìîðôèçìàõ.
Ïðèìåð 2.2.2 Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ, íàäåëåííûõ ñòðóêòó-
ðîé, è îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ýòó ñòðóêòóðó. Òîãäà îïðåäåëåí ôóíê-
òîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó îáúåêòó ýòîé êàòåãîðèè åãî ìíîæåñòâî,
à êàæäîìó ìîðôèçìó � çàäàþùåå ýòîò ìîðôèçì îòîáðàæåíèå. Ýòîò
ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ çàáûâàþùèì. Íàïðèìåð, çàáûâàþùèé ôóíêòîð U :
Grp → Set ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ãðóïïå G ìíîæåñòâî G, à
êàæäîìó ãîìîìîðôèçìó f : G1 → G2 � îòîáðàæåíèå f .

2.3 Ñïåöèàëüíûå êëàññû îáúåêòîâ è ìîðôèç-
ìîâ

Ìîðôèçì α : a → b â êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîé ìîðôèçì β : b → a, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà β ◦ α = 1a è
α ◦ β = 1b. Ìû áóäåì ïèñàòü a ∼= b, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì a → b.
Ïðèìåð 2.3.1 Â ñëó÷àå C = Set ìîðôèçì α áóäåò èçîìîðôèçìîì, åñëè è
òîëüêî åñëè îí ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Â êàòåãîðèè C = Top òîïîëîãè÷åñ-
êèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå áèåêòèâíû, íî íå ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè. Èçî-
ìîðôèçìû â Top íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.
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Óïðàæíåíèå 2.5 Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ èçîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì.

Óïðàæíåíèå 2.6 Ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðåðûâíîé áèåêöèè, íå ÿâëÿþùåéñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì.

Îáúåêò e ∈ C íàçûâàåòñÿ èíèöèàëüíûì (ñîîòâ. òåðìèíàëüíûì), åñëè
äëÿ êàæäîãî c ∈ ObC ìíîæåñòâî C (e, c) (ñîîòâ. C (c, e)) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
îäèí ýëåìåíò.
Ïðèìåð 2.3.2 Åñëè C = Set èëè C = Top, òî èíèöèàëüíûé îáúåêò â C
ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì (èëè ïóñòûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì). Êàæäûé òåðìèíàëüíûé îáúåêò ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1 Åñëè a è b � èíèöèàëüíûå (èëè òåðìèíàëüíûå) îáú-
åêòû, òî a ∼= b.

Îïðåäåëåíèå 2.3.3 Ìîðôèçì α : a → b íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, åñëè
äëÿ ëþáûõ îáúåêòà c ∈ ObC è ìîðôèçìîâ β, γ : b → c â ñëó÷àå ðàâåíñòâà
β ◦ α = γ ◦ α

A
α // B

β
))

γ
55 C

áóäåò èìåòü ìåñòî β = γ. Èíûìè ñëîâàìè, ýïèìîðôèçìàìè áóäóò ìîð-
ôèçìû, íà êîòîðûå ìîæíî ñîêðàùàòü ñïðàâà.

Óïðàæíåíèå 2.7 Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ýïèìîðîôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì.

Óïðàæíåíèå 2.8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ ìîðôèçìîâ

A
α //

β◦α
''OOOOOOOOOOOOOO B

β

ÂÂ@
@@

@@
@@

C

- ýïèìîðôèçì. Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå β áóäåò ýïèìîðôèçìîì. Äîë-
æåí ëè áûòü â ýòîì ñëó÷àå α ýïèìîðôèçìîì?

Îïðåäåëåíèå 2.3.4 Ìîíîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçì â äâîéñòâåí-
íîé êàòåãîðèè C op.

Óïðàæíåíèå 2.9 Ìîðôèçì α : A → B ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ðàâåíñòâà êîìïîçèöèé

C

β
((

γ
66 A

α // B

αβ = αγ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ìîðôèçìîâ β = γ. Èíûìè ñëîâàìè, ìîíîìîð-
ôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìû, íà êîòîðûå ìîæíî ñîêðàùàòü ñëåâà.
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Åñëè α ◦ β = 1b, òî α íàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé, à β � êîðåòðàêöèåé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêòîðû ïåðåâîäÿò ðåòðàêöèè â ðåòðàêöèè.

Óïðàæíåíèå 2.10 Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ ãðóïï ïîä-
ñòàíîâîê S3 → S2, äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêòîðà Grp → Grp,
ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîé ãðóïïå G åå öåíòð Z(G).

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2 Åñëè α � ðåòðàêöèÿ è ìîíîìîðôèçì, òî α � èçîìîð-
ôèçì. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ êîðåòðàêöèè è ýïèìîðôèçìà.

Â êàòåãîðèÿõ Set , Grp, Ab, ModR ýïèìîðôèçìû � ñþðúåêòèâíûå ìîð-
ôèçìû, ìîíîìîðôèçìû � èíúåêòèâíûå. Â Top ìîíîìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ
èíúåêòèâíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.

Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû íå ñþðúåêòèâíûõ ýïèìîðôèçìîâ. Ýòè ïðèìåðû
ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîðôèçì áûë èçîìîðôèçìîì, åìó íåäî-
ñòàòî÷íî áûòü ýïèìîðôèçìîì è ìîíîìîðôèçìîì:

Ïðèìåð 2.3.5 Ïóñòü Mon � êàòåãîðèÿ âñåõ ìîíîèäîâ, N � àääèòèâíûé
ìîíîèä íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, Z � ìîíîèä âñåõ öåëûõ ÷èñåë, inc :
N→ Z � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ìîíîèäà M è ãîìîìîð-
ôèçìà ìîíîèäîâ f : Z→ M áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî f(n)+ f(−n) =
0, äëÿ âñåõ n ∈ Z. Çíà÷èò, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ f(n) = g(n) ïðè
âñåõ n ∈ N áóäåò âåðíî f(n)+f(−n) = g(n)+g(−n) = f(n)+g(−n), òî, ïðè-
áàâëÿÿ ñëåâà ê ÷àñòÿì ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ f(−n), ïîëó÷èì f(−n) = g(−n).
Ñëåäîâàòåëüíî, f ◦ inc = g ◦ inc âëå÷åò ðàâåíñòâî f = g, îòêóäà inc � ýïè-
ìîðôèçì. ßñíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ è ìîíîìîðôèçìîì, íå áóäó÷è èçîìîðôèç-
ìîì.

Ïðèìåð 2.3.6 Âëîæåíèå Q ⊂ R ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë â ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèç-
ìîì è ìîíîìîðôèçìîì, íî íå èçîìîðôèçìîì â êàòåãîðèè ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 2.3.7 Ïóñòü TopAb � êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ õàóñäîðôîâûõ
àáåëåâûõ ãðóïï è íåïðåðûâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ. Âëîæåíèå Q ⊂ R ïîäãðóï-
ïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë â ãðóïïó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð-
ôèçìîì, èáî äëÿ ëþáûõ îáúåêòà A è ìîðôèçìà f : Q → A ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå R → A ðàâíîå íà Q îòîáðàæåíèþ f . Íî âëî-
æåíèå íå ñþðúåêòèâíî. Ïîñêîëüêó èíúåêöèÿ áóäåò òàêæå ìîíîìîðôèç-
ìîì, òî ýòî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì è ìîíîìîðôèçìîì, íî íå
èçîìîðôèçìîì.

Ââåäåì ïîíÿòèå, îáîáùàþùåå îïðåäåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâ, ïîäãðóïï è ïîä-
ïðîñòðàíñòâ. Â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ïîäîáúåêò çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè-
÷åñêîãî ìîíîìîðôèçìà. Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîãî ìîíî-
ìîðôèçìà ìîæåò íå áûòü, òî îïðåäåëèì åãî êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ìî-
íîìîðôèçìîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîíîìîðôèçì f : B → A äåëèòñÿ íà
ìîíîìîðôèçì g : C → A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé h : B → C, ÷òî f = g ◦ h.
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Â ýòîì ñëó÷àå h � ìîíîìîðôèçì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå äåëèìîñòè
áóäåò îòíîøåíèåì ïðåäïîðÿäêà íà êëàññå âñåõ ìîíîìîðôèçìîâ â A, åñëè
èãíîðèðîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ýòîò êëàññ ìîæåò íå áûòü ìíîæåñòâîì. Áóäåì
ñ÷èòàòü ìîðôèçìû f è g ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè f äåëèòñÿ íà g è g äåëèòñÿ
íà f . Âñÿêèé ìîðôèçì, ñâÿçûâàþùèé ýêâèâàëåíòíûå ìîíîìîðôèçìû, áóäåò
èçîìîðôèçìîì, îòñþäà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ìîíîìîðôèç-
ìîâ èçîìîðôíû. Êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ìîíîìîðôèçìîâ ñ êîîáëàñòüþ A
íàçûâàþòñÿ ïîäîáúåêòàìè îáúåêòà A. Êëàññ âñåõ ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà A
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì äåëèìîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sub(A).
Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ôàêòîðîáúåêòû îáúåêòà A. Îíè áóäóò çàäàâàòü-
ñÿ ýïèìîðôèçìàìè f : A → B, îïðåäåëÿåìûìè ýêâèâàëåíòíûìè f ∼= g, åñëè
ñóùåñòâóþò òàêèå h1 è h2, ÷òî h1 ◦ f = g è h2 ◦ g = f .

2.4 Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Äàäèì îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü F,G : C → A
� ôóíêòîðû. åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì η : F → G íàçûâàåòñÿ ñå-
ìåéñòâî ìîðôèçìîâ ηc : F (c) → G(c), c ∈ ObC , òàêèõ ÷òî äëÿ êàæäîãî
ìîðôèçìà α : a → b of C êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà

F (a)
ηa−→ G(a)

↓ F (α) ↓ G(α)
F (b)

ηb−→ G(b)
(2.1)

Ïðèìåð 2.4.1 Ïóñòü Fld � êàòåãîðèÿ ïîëåé è ãîìîìîðôèçìîâ, n ≥ 1 �
ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, Gln : Fld → Grp � ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþ-
ùèé êàæäîìó ïîëþ K îáùóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó Gln(K) îáðàòèìûõ n ×
n-ìàòðèö íàä ïîëåì K. Ïóñòü (−)∗ � ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ïîëþ
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó K∗ ýòîãî ïîëÿ. Òîãäà Det : Gln(−) → (−)∗

áóäåò åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äëÿ ëþáûõ ôóíêòîðîâ F , G è H èç ìàëîé êàòåãîðèè C â ïðîèçâîëü-
íóþ êàòåãîðèþ A è åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé η : F → G, σ : G → H
îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ ση, ïîëàãàÿ (ση)c = σc◦ηc äëÿ âñåõ c ∈ ObC . Òîæäå-
ñòâåííîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå 1F : F → F îïðåäåëèì êàê ñåìåéñòâî
{1Fc}c∈ObC , ñîñòîÿùåå èç òîæäåñòâåííûõ ìîðôèçìîâ. Ïîëó÷èì êàòåãîðèþ
AC , îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêòîðû F : C → A, à ìîðôèçìàìè �
åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1 Ïóñòü η : F → G � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
ôóíêòîðîâ F, G : C → A. Òîãäà η ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì AC òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ìîðôèçìû ηc : F (c) → G(c) ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèç-
ìàìè â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ α : a → b êàòåãîðèè C êîììóòà-
òèâíû äèàãðàììû



18 Ãëàâà 2. Êàòåãîðèè, ôóíêòîðû è åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

F (a)
ηa−→ G(a)

↓ F (α) ↓ G(α)
F (b)

ηb−→ G(b)
(2.2)

Ïîñêîëüêó ηa � èçîìîðôèçìû, òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ σa,
ãäå a ∈ MorC , òàêèõ ÷òî σa ◦ ηa = 1Fa è ηa ◦ σa = 1Ga. Äîêàæåì åñòåñòâåí-
íîñòü ñåìåéñòâà σa. Èç êîììóòàòèâíîñòè êâàäðàòà âûòåêàåò, ÷òî ηbF (α)σa =
G(α)ηaσa = G(α). Óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñëåâà íà σb, ïîëó÷à-
åì σbηbF (α)σa = σbG(α). Â ñèëó σbηb = 1Fb îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
F (α)σa = σbG(α), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî σa ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðåîáðàçîâàíèÿì. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ση = 1F è ησ = 1G,
òî η � èçîìîðôèçì.

Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàê-
öèåé, õîòÿ âñå åãî êîìïîíåíòû � ðåòðàêöèè.

2.5 Ïðåäñòàâèìûå ôóíêòîðû
2.5.1 Ôóíêòîðû ìîðôèçìîâ
Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, A ∈ ObC � åå îáúåêò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hA � ïàðà
îòîáðàæåíèé, ïåðâîå èç êîòîðûõ äåéñòâóåò íà îáúåêòàõ êàòåãîðèè C êàê

Ob C 3 B 7→ C (A,B) ,

À âòîðîå íà ìîðôèçìàõ êàòåãîðèè C , ïî ôîðìóëå:

B

β

²²

hA(B) = C (A,B)

²²

3 α_

²²

A

β◦α
ÁÁ=

==
==

==
=

α // B

β

²²
C hA(C) = C (A,C) 3 β ◦ α C

Ïðåäëîæåíèå 2.5.1 hA � ôóíêòîð C → Set

Ýòîò ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì ìîðôèçìîâ.
Êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð F : C op → D ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïàðó îòîáðàæåíèé
ObC → ObD , A 7→ F (A)

MorC → MorD , (A α→ B) 7→ (F (B)
F (α)→ F (A))

òàêèõ, ÷òî
• (∀A ∈ Ob(C )) F (1A) = 1F (A)

• F (β ◦ α) = F (α) ◦ F (β), äëÿ ëþáûõ A
α→ B

β→ C

Ïîëîæèì hA(B) = C (B, A). Äëÿ B
β→ C

α→ A îïðåäåëèì hA(α)(β).
Ïðåäëîæåíèå 2.5.2 hA � ôóíêòîð C op → Set

Ýòîò ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì ìîðôèçìîâ.
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2.5.2 Ïðåäñòàâèìûå ôóíêòîðû è èõ ñâîéñòâà
Ôóíêòîð F : C → Set íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì, åñëè îí èçîìîðôåí äëÿ
íåêîòîðîãî A ∈ ObC ôóíêòîðó hA. Ñîîòâåòñòâåííî êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíê-
òîð ïðåäñòàâèì, åñëè îí èçîìîðôåí hA. Äîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâèìûé ôóíê-
òîð ïåðåâîäèò ìîíîìîðôèçìû â èíúåêöèè.

Ëåììà 2.5.3 Ôóíêòîð ìîðôèçìîâ hA : C → Set ïåðåâîäèò ìîíîìîðôèç-
ìû â èíúåêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. B
β // C

A

α

__@@@@@@@

α
hA(β)7→ β ◦ α

α1 6= α2 ⇒ β ◦ α1 6= β ◦ α2 ⇒ hA(β)(α1) 6= hA(β)(α2)

Ëåììà 2.5.4 Åñëè β � ýïèìîðôèçì, òî hA(β) � èíúåêöèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.5.5 Âñÿêèé ïðåäñòàâèìûé ôóíêòîð F : C → Set ïåðåâî-
äèò ìîíîìîðôèçìû â èíúåêöèè. Êîíòðàâàðèàíòíûé ïðåäñòàâèìûé ôóíê-
òîð F : C op → Set ïåðåâîäèò ýïèìîðôèçìû â èíúåêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : hC → F . Òîãäà äëÿ

ëþáîãî A
α→ B êîììóòàòèâåí êâàäðàò èç äèàãðàììû hC(A)

hC(α)

²²

∼=
ηA // F (A)

F (α)

²²

E

f
yy

g

ee

hC(B) ∼=
ηB // F (B)

Åñëè α � ìîíîìîðôèçì, òî hC(α) � èíúåêöèÿ. Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ âñÿêèé
ìîíîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, è íàîáîðîò. Îòñþäà âûòåêàåò èìïëèêà-
öèÿ

F (α) ◦ f = F (α) ◦ g ⇒ f = g

Ñëåäîâàòåëüíî, F (α) � èíúåêöèÿ.

2.5.3 Ëåììà Èîíåäû
Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, c ∈ ObC � åå îáúåêò. Äëÿ êàæäîãî (α : a → b) ∈ MorC
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C (c, α) : C (c, a) → C (c, b) îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþ-
ùåå êàê C (c, α)(β) = α ◦ β íà ýëåìåíòàõ β ∈ C (c, a). Ïóñòü hc : C → Set
� ôóíêòîð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ hc(a) = C (c, a) è hc(α) = C (c, α) íà
îáúåêòàõ c è ìîðôèçìàõ α : a → b in C .

Ëåììà 2.5.6 Äëÿ ëþáûõ ôóíêòîðà F : C → Set è îáúåêòà c ∈ ObC ñóùå-
ñòâóþò áèåêöèè

Set C (hc, F )
∼=−→ F (c),

åñòåñòâåííûå ïî c è F .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì Set C (hc, F ) → F (c) êàê η 7→ ηc(1c). Ïðîâå-
ðèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî. Â ñèëó åñòåñòâåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
η êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

hc(c)
ηc−→ F (c)

↓ C (c, γ) ↓ F (γ)
hc(a)

ηa−→ F (a)

1c 7→ ηc(1c) = x
↓ ↓
γ 7→ ηa(γ) = F (γ)(x)

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî x ∈ F (c) ñåìåéñòâî x̃ êàê x̃a(γ) = F (γ)(x). ßñíî,
÷òî x̃a(1a) = F (1a)(x) = x. Ïðîâåðèì, ÷òî x̃ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì:

hc(a) x̃a−→ F (a)
↓ C (c, α) ↓ F (α)

hc(b) x̃b−→ F (b)

γ 7→ F (γ)(x)
↓ ↓

α ◦ γ 7→ F (α ◦ γ)(x) = F (α)(F (γ)(x))

Ñòàëî áûòü, x̃ � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Èìååì ôóíêöèè ϕ : Set C (hc, F ) → F (c), ψ : F (c) → Set C (hc, F ), ïðèíè-

ìàþùèå çíà÷åíèÿ ϕ(η) = ηc(1c), ψ(x) = x̃. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïîçèöèè
ψϕ è ϕψ ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè ìîðôèçìàìè.

Äëÿ ëþáûõ îáúåêòà c è ìîðôèçìà α : a → b îáîçíà÷èì ÷åðåç C (α, c) :
C (b, c) → C (a, c) îòîáðàæåíèå β 7→ β ◦ α.

Ïóñòü Y : C op → Set C áóäåò ôóíêòîðîì, ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèÿ Y (c) =
hc íà c ∈ ObC , äëÿ êîòîðîãî åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Y (α) : hb → ha

èìåþò êîìïîíåíòû Y (α)c = C (α, c) : C (b, c) → C (a, c). Ôóíêòîð F íàçû-
âàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îòîáðàæåíèÿ FA,B : C (A,B) → A(F (A), F (B)) ñþðú-
åêòèâíû. Îí íàçûâàåòñÿ óíèâàëåíòíûì, åñëè FA,B � èíúåêöèè äëÿ âñåõ
A,B ∈ C . Âëîæåíèåì íàçûâàåòñÿ óíèâàëåíòíûé ôóíêòîð, èíúåêòèâíûé
íà êëàññå ObC .

Ñëåäñòâèå 2.5.7 Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Òîãäà ôóíêòîð Y : C op →
Set C ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì âëîæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå Èîíåäû ìû èìååì Set C (hb, ha) ∼= ha(b) =
C (a, b). Ñëåäîâàòåëüíî, Y � ïîëíûé è óíèâàëåíòíûé. Åñëè a 6= b, òî ha(c)∩
hb(c) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, Y ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì âëîæåíèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hc : C op → Set ôóíêòîð hc(a) = C (a, c), hc(α) = f ◦ α.
Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî C êàòåãîðèþ C op, ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2.5.8 Äëÿ ëþáûõ ôóíêòîðà F : C op → Set è îáúåêòà c ∈ ObC
ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïî c è F áèåêöèè

Set C op

(hc, F )
∼=−→ F (c).

Ñëåäñòâèå 2.5.9 Ïóñòü h∗ : C → Set C op � ôóíêòîð, ñòàâÿùèé â ñîîò-
âåòñòâèå êàæäîìó c ∈ ObC ôóíêòîð hc è êàæäîìó α ∈ C (a, b) åñòåñòâåí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå hα : ha → hb, êîìïîíåíòû êîòîðîãî (hα)c : C (c, a) →
C (c, b) äåéñòâóþò êàê (hα)c(f) = α ◦ f . Òîãäà ôóíêòîð h∗ : C → Set C op

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì âëîæåíèåì.
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Çàìå÷àíèå 2.5.1 Êàòåãîðèþ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íàáîð ìíî-
æåñòâ ñî ñòðóêòóðîé è îòîáðàæåíèé ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè, ñî-
õðàíÿþùèìè ýòó ñòðóêòóðó. Íî ïîä ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïîäõîäÿò è
êàòåãîðèè, îáúåêòû êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Íàïðèìåð, ìî-
íîèä - ýòî êàòåãîðèÿ, èìåþùàÿ îäèí îáúåêò. Ïðåäóïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî - êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ (a, b) ñóùåñòâóåò
íå áîëüøå îäíîãî ìîðôèçìà a → b. Ìîæíî ëè èíòåðïðåòèðîâàòü îáúåêòû
êàê ìíîæåñòâà?

Ëåììà Èîíåäû ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàëóþ
êàòåãîðèþ C . Îáúåêò êàòåãîðèè C ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíòðà-
âàðèàíòíûé ôóíêòîð ìîðôèçìîâ. Ñòàëî áûòü, êàæäûé îáúåêò a êàòå-
ãîðèè C ìîæíî çàäàòü êàê ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {C (x, a)}x∈Ob C âìåñòå
ñ ñåìåéñòâîì îòîáðàæåíèé {C (y, a)

C (α,a)→ C (x, a)}
x

α→y
, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì, âûòåêàþùèì èç ôóíêòîðèàëüíîñòè ha. Ìîðôèçì êàòåãîðèè C
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó êîíòðà-
âàðèàíòíûìè ôóíêòîðàìè ìîðôèçìîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîðôèçì
ìîæíî çàäàòü êàê ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 2.5.2 Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
ôóíêòîðû ha : Xop → Set , à çíà÷èò è îáúåêòû êàòåãîðèè X, ìîæíî çà-
äàòü êàê ìíîæåñòâà Va = {x ∈ X : x ≤ a}. Ìîðôèçìû áóäóò çàäàâàòüñÿ
êàê âêëþ÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìàëóþ êàòåãîðèþ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó a, b, c, d ñ îòíî-
øåíèåì ïîðÿäêà {a ≤ a, a ≤ c, a ≤ d, b ≤ b, b ≤ c, b ≤ d, c ≤ c, d ≤ d}:

a::

²² ÁÁ>
>>

>>
>>

> b dd

²²¡¡¡¡
¡¡

¡¡
¡¡

c:: d dd

Åå îáúåêòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâà Va = a, Vb = b, Vc =
a, b, c è Vd = a, b, d. Ìîðôèçìàìè ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè áóäóò âëî-
æåíèÿ.
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Ïðåäåëû è êîïðåäåëû

Ïîíÿòèå ïðåäåëà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ â òåîðèè êàòåãîðèé.
Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îáúåêòû èç äðóãèõ îáúåêòîâ. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïðåäåëû â äâîéñòâåííûõ êàòåãîðèÿõ, ìû ïîëó÷àåì êîïðåäåëû.

3.1 Ïðåäåëû
Ïóñòü P (x, y, z) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìû èçó÷àåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

P (x, y, z) = 0

â öåëûõ ÷èñëàõ. Êàæäîìó ðåøåíèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðåøåíèå, èìåþùåå
ìåñòî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 1

P (x, y, z) = 0 mod 2n ,

è ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë

( x1 mod 2, x2 mod 22, x3 mod 23, · · · ) ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì xk = xk+1 mod pk, äëÿ k = 1, 2, 3, · · · . Ìíîæå-
ñòâî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó ñâîéñòâó
óíèâåðñàëüíîñòè, îíî áóäåò êîëüöîì è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê ïðåäåë
êîëåö âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2n.

Îáîáùåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïðåäåëà. Äåêàðòîâû
ïðîèçâåäåíèÿ è ÿäðà ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðåäåëà.

Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, F : C → A � ôóíêòîð. Ïðåäåëîì lim←−C F
íàçûâàåòñÿ ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç òàêèõ îáúåêòà lim←−C F ∈ ObA è ñåìåéñòâà
ìîðôèçìîâ {pc : lim←−C F → F (c)}c∈ObC , ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà α : a → b

22
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êàòåãîðèè C êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

lim←−C F

pa

{{www
ww

ww
ww pb

##GGGGGGGG

F (a)
F (α)

// F (b)

è åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû, ñîñòîÿùåé èç îáúåêòà A ∈ ObA è ñåìåéñòâà
ìîðôèçìîâ {πc : A → F (c)}c∈ObC , äåëàþùèõ êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììû

A
πa

}}{{
{{

{{
{{ πb

!!CC
CC

CC
CC

F (a)
F (α)

// F (b)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì u : A → lim←−C F , äëÿ êîòîðîãî êîììóòà-
òèâíû äèàãðàììû

A

πc
ÃÃA

AA
AA

AA
A

∃!u // lim←−C F

pc
{{wwwwwwww

F (c)

ïðè âñåõ c ∈ ObC . Ìîðôèçìû pc : lim←−C F → F (c) íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè
ïðåäåëà.

Ëåììà 3.1.1 Ñåìåéñòâî ïðîåêöèé ïðåäåëà pc : lim←−C F → F (c) ìîíîìîðôíî
â òîì ñìûñëå, ÷òî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ pc ◦ f = pc ◦ g äëÿ
âñåõ c ∈ C âëå÷åò f = g.

Â ñëó÷àå, êîãäà C � äèñêðåòíàÿ êàòåãîðèÿ, ôóíêòîð F : C → A áó-
äåò â òî÷íîñòè ñåìåéñòâîì îáúåêòîâ F (c) = Ac ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

∏
c∈C Ac, à ïðîåêöèè ïðåäåëà � ïðîåêöèÿìè ïðî-

èçâåäåíèÿ.

Ïðèìåð 3.1.1 Åñëè êàòåãîðèÿ A ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíî-
æåñòâîì, òî ïðîèçâåäåíèåì

∏
i∈I

Ai áóäåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü inf{Ai : i ∈
I} ýëåìåíòîâ Ai ∈ A.
Åñëè C ñîñòîèò èç äâóõ îáúåêòîâ a, b è äâóõ ìîðôèçìîâ p, q : a → b (è òîæ-
äåñòâåííûõ ìîðôèçìîâ 1a, 1b), òî ïðåäåë ôóíêòîðà F : C → A íàçûâàåòñÿ
óðàâíèòåëåì ïàðû ìîðôèçìîâ (F (p), F (q)). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êàòåãîðèÿ
A èìååò ïðåäåëû äëÿ ôóíêòîðîâ èç çàäàííîãî êëàññà, åñëè äëÿ êàæäîãî
ôóíêòîðà èç ýòîãî êëàññà ñóùåñòâóåò ïðåäåë. Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèå
"èìååò ïðîèçâåäåíèÿ"îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâà I è ñåìåéñòâà
îáúåêòîâ {Ai}i∈I ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈I Ai.
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Óïðàæíåíèå 3.1 Îïèñàòü ïðîèçâåäåíèÿ â êàòåãîðèè Cat ìàëûõ êàòåãî-
ðèé è ôóíêòîðîâ.

Óðàâíèòåëåì ïàðû ìîðôèçìîâ A
α
→→
β

B ÿâëÿåòñÿ ïàðà (E, λ), ñîñòîÿùàÿ
èç îáúåêòà E è ìîðôèçìà λ : E → A òàêèõ, ÷òî α ◦ λ = β ◦ λ, è äëÿ ëþáûõ
äðóãèõ (E′, λ′), óäîâëåòâîðÿþùèõ α ◦ λ′ = β ◦ λ′, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìîðôèçì f : E → E′, äëÿ êîòîðîãî λ ◦ f = λ′. Îáîçíà÷èì ïàðó (E, λ) ÷åðåç
Eq(α, β).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2 Ïóñòü (E, λ) � óðàâíèòåëü íåêîòîðîé ïàðû ìîðôèç-
ìîâ. Òîãäà λ � ìîíîìîðôèçì.

Òàêèå ìîíîìîðôèçìû íàçûâàþòñÿ ñòðîãèìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3 Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set êàæäûé ìîíîìîðôèçì
ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì íåêîòîðîé ïàðû.

Òåîðåìà 3.1.4 Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êàòåãîðèè A
ðàâíîñèëüíû:

(i) Äëÿ ëþáûõ ìàëîé êàòåãîðèè C è ôóíêòîðà F : C → A ñóùåñòâóåò
ïðåäåë lim←−C F â êàòåãîðèè A;

(ii) Êàòåãîðèÿ A èìååò ïðîèçâåäåíèÿ è óðàâíèòåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. (ii) ⇒ (i). Ïóñòü F : C → A � ôóíêòîð. Äëÿ êàæäîãî
α ∈ MorC èìååì äèàãðàììó

∏
c∈ObC F (c)

∏
γ∈MorC F (cod γ)

↓ pdom α ↓ pα

F (domα)
F (α)−→ F (codα)

(3.1)

ãäå pα � ïðîåêöèè ïðîèçâåäåíèÿ Aα = F (cod α). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

q0 :
∏

c∈ObC

F (c) −→
∏

γ∈MorC

F (cod γ)

(åäèíñòâåííûé) ìîðôèçì, äåëàþùèé äèàãðàììó (3.1) êîììóòàòèâíîé. Ïðî-
åêöèè

pcod α :
∏

c∈ObC

F (c) −→ F (codα)

òîæå äàþò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì q1 :
∏

c∈ObC F (c) −→ ∏
γ∈MorC F (cod γ),

äëÿ êîòîðîãî pα ◦ q1 = pcod α. Ðàññìîòðèì óðàâíèòåëü (Eq, e) ïàðû ìîð-
ôèçìîâ q0 è q1. Äîêàæåì, ÷òî ïàðà (Eq, {pc ◦ e}c∈ObC ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ôóíêòîðà F .

Ïóñòü (A, {πc}c∈ObC � òàêàÿ ïàðà, ÷òî F (α) ◦ πdom α = πcod α äëÿ âñåõ
α ∈ MorC . Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì π = (πc) : A → ∏

c F (c),
äëÿ êîòîðîãî pc ◦ π = πc äëÿ âñåõ c ∈ ObC .
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Ðàññìîòðèì äèàãðàììó, â êîòîðîé ïðàâûé òðåóãîëüíèê êîììóòàòèâåí
ïðè i = 0, è pα ◦ q1 = pcod α.

A
π→ ∏

c∈ObC F (c)
qi→ ∏

γ∈MorC F (cod γ)
↓ = ↓ pdom α ↓ pα

A
πdom α→ F (dom α)

F (α)−→ F (cod α)

Òîãäà äëÿ êàæäîãî α ∈ MorC ìû èìååì ðàâåíñòâà

pα ◦ q0 ◦π = F (α)◦pdom α ◦π = F (α)◦πdom α = πcod α = pcod α ◦π = pα ◦ q1 ◦π.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ ìîðôèçìà α è èíäåêñà i ∈ {0, 1} êîììóòàòèâíà äèàãðàì-
ìà

A
qi◦π→ ∏

γ∈MorC F (cod γ)
↓ = ↓ pα

A
πcod α→ F (cod α)

Íî äëÿ ñåìåéñòâà {πcod α} òàêîé ìîðôèçì A → ∏
γ∈MorC F (cod γ) ÿâëÿ-

åòñÿ åäèíñòâåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, q0 ◦ π = q1 ◦ π. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì q : A → Eq, äëÿ êîòîðîãî e ◦ q = π.
Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

E
e→ ∏

c∈ObC F (c)
↑ q ↓ pc

A
πc→ F (c)

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà pc◦e◦q = pc◦π = πc, ïîñêîëüêó π ÿâëÿåòñÿ ìîðôèç-
ìîì, ñâÿçàííûì ñ ïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ F (c). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
òàêîé q : A → Eq, ÷òî âñå äèàãðàììû

A
q→ Eq

↓ = ↓ pc ◦ e

A
πc→ F (c)

êîììóòàòèâíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè q′ : A → Eq óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèÿì (pc ◦ e) ◦ q′ = πc äëÿ âñåõ c ∈ ObC , òî pc ◦ (e ◦ q′) = πc è, çíà÷èò,
e ◦ q′ = e ◦ q. Íî q � åäèíñòâåííûé, äëÿ êîòîðîãî äèàãðàììà

A
e→ ∏

c∈ObC F (c)
↑ q ↑ e ◦ q = e ◦ q′

A
=→ A

êîììóòàòèâíà. Ñòàëî áûòü q = q′. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (Eq, {pc ◦ e}c∈ObC )
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêòîðà F .
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3.2 Ïîñòðîåíèå ïðåäåëîâ
Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ñî ñòðóêòóðîé, íàïðèìåð Set , Top, Grp. Ïðè
äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.1.4 ìû âèäåëè, ÷òî lim←−C F � óðàâíèòåëü ïàðû
ìîðôèçìîâ q0 è q1, ãäå q0(ϕ)α = F (α)(ϕdomα

) è q1(ϕ)α = ϕcod α. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà lim←−C F áóäóò ñåìåéñòâà ϕc, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ðàâåíñòâàì ϕcod α = F (α)(ϕdom α) äëÿ âñåõ α ∈ MorC . Òàêèå ñåìåéñòâà
íàçûâàþòñÿ íèòÿìè.

Ïðèìåð 3.2.1 Ïóñòü N � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë, F : Nop → Ab � ôóíêòîð â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï. Ìû
âèäåëè, ÷òî òàêèå ôóíêòîðû áóäóò â òî÷íîñòè îáðàòíûìè ñïåêòðàìè
àáåëåâûõ ãðóïï íàä N. Äëÿ çàäàíèÿ âñåõ ïðîåêöèé îáðàòíîãî ñïåêòðà äî-
ñòàòî÷íî óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ

... → F (n + 1) → F (n) → F (n− 1) → ... → F (1) → F (0)

Íèòüþ áóäåò ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn ∈ F (n),
óäîâëåòâîðÿþùèõ F (n + 1 > n)(xn+1) = xn. Ãðóïïà lim←−NopF ñîñòîèò èç
íèòåé, îïåðàöèÿ íàä êîòîðûìè ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå {xn} + {yn} =
{xn + yn}. Åñëè F (n) = Z/pnZ è F (n+1) → F (n) � ïðîåêöèè, îïðåäåëåííûå
êàê x mod pn+1 7→ x mod pn, òî lim←−Nop{Z/pnZ} áóäåò ãðóïïîé öåëûõ
p−àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 3.2.2 Äåéñòâèå ìîíîèäà íà ìíîæåñòâå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ôóíêòîð, îïðåäåëåííûé íà êàòåãîðèè, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî îáúåêòà,
ìîðôèçìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ýòîãî ìîíîèäà. Ïðåäåë ýòîãî
ôóíêòîðà áóäåò ðàâåí ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Â êàòåãîðèÿõ Set , Set ∗, Top, Top∗, Grp, Ab, ModR ïðåäåë ñîñòîèò èç íèòåé.
Çäåñü Set ∗ îáîçíà÷àåò êàòåãîðèþ ïóíêòèðîâàííûõ ìíîæåñòâ è îòîáðàæå-
íèé, ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó â îòìå÷åííóþ. Àíàëîãè÷íî, êàòåãîðèÿ
Top∗ ñîñòîèò èç ïóíêòèðîâàííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó â îòìå÷åííóþ.

3.3 Êîïðåäåëû
Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, F : C → A � ôóíêòîð â êàòåãîðèþ A. Ôóíêòîð
F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêòîð F op : C op → Aop. Ïðåäåë ôóíêòîðà
F op â êàòåãîðèè Aop íàçûâàåòñÿ êîïðåäåëîì ôóíêòîðà F â êàòåãîðèè A
è îáîçíà÷àåòñÿ lim−→

C F . Òàêèì îáðàçîì, êîïðåäåë � ýòî ïàðà (lim−→
C F, {λc :

F (c) → lim−→
C F}), ñîñòîÿùàÿ èç îáúåêòà è ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ, äëÿ êîòî-
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ðûõ êîììóòàòèâíû äèàãðàììû

F (a)

λa ##GGGGGGGG
F (α) // F (b)

λb{{xxxxxxxx

lim−→
C F

ïðè âñåõ (α : a → b) ∈ MorC .
Ýòà ïàðà (lim−→

C F, {λc}c∈ObC ) êîóíèâåðñàëüíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ñëóæàò ïàðû (A, λ), ñîñòî-

ÿùèå èç îáúåêòîâ A èç êàòåãîðèè A è åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé λ :
F → ∆C A. Ìîðôèçìàìè ìåæäó òàêèìè ïàðàìè ÿâëÿþòñÿ òðîéêè ìîðôèç-
ìîâ (f : A → A′, λ : F → ∆C A, λ′ : F → ∆C A′), äëÿ êîòîðûõ êîììóòàòèâíû
äèàãðàììû

F

λ

| |zz
zz

zz
zz

λ′

""EEEEEEEE

∆C A
∆C (f)

// ∆C A′

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíèöèàëüíûì îáúåêòîì â ýòîé êàòåãîðèè áóäåò êîïðåäåë
ôóíêòîðà F , îí áóäåò çàäàâàòüñÿ ïàðîé, ñîñòîÿùåé èç îáúåêòà lim−→

C F è åñòå-
ñòâåíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F → ∆C lim−→

C F , êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò
ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ êîïðåäåëà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ èíúåêöèÿìè êîïðå-
äåëà. Â ñëó÷àå äèñêðåòíîé êàòåãîðèè êîïðåäåë íàçûâàåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì
ñåìåéñòâà îáúåêòîâ, à èíúåêöèè êîïðåäåëà � èíúåêöèÿìè êîïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðèìåð 3.3.1 Ïóñòü A � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Êîïðîèç-
âåäåíèåì â íåì áóäåò

∑
i∈I

Ai = sup{Ai : i ∈ I}.

Ïðèìåð 3.3.2 Êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè Set áóäåò äèçúþíêòíîå îáú-
åäèíåíèå ìíîæåñòâ. Â êàòåãîðèè Grp � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå

∏∗
i∈I Gi. Â

êàòåãîðèè Set ∗ � áóêåò ìíîæåñòâ. Â êàòåãîðèè ModR � ïðÿìàÿ ñóììà.

Ñîãëàñíî äâîéñòâåííîìó óòâåðæäåíèþ ê Òåîðåìå 3.1.4 ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôóíêòîðà F : C → A êîïðåäåë áóäåò êîóðàâ-
íèòåëåì ïàðû ìîðôèçìîâ

r0, r1 :
∑

α∈MorC

F (domα)
→
→

∑

c∈ObC

F (c),

ãäå ñèìâîë
∑

îáîçíà÷àåò êîïðîèçâåäåíèå, à r0 è r1 � ìîðôèçìû, ñòðÿùèåñÿ
ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì.

Ïðèìåð 3.3.3 Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ êîïðåäåë ôóíêòîðà F : C → Set
ïîëó÷àåòñÿ èç äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

∐
c∈ObC F (c) îòîæäåñòâëåíèåì

ýëåìåíòîâ x ∈ F (dom(α)) ñ ýëåìåíòàìè F (α)(x) ∈ F (cod(α)).
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Ïðèìåð 3.3.4 Ïóñòü A = ModR � êàòåãîðèÿ ëåâûõ R-ìîäóëåé. Òîãäà äëÿ
x ∈ F (domα) èìååì

r0(x) = F (α)(x) ∈ F (cod α), r1(x) = x ∈ F (dom α).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ìîäóëåé lim−→
C F ∼= ∑

c∈ObC F (c)/Q,
ãäå ïîäìîäóëü Q ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè x − F (α)x. Åñëè F : I → ModR �
ôóíêòîð èç êàòåãîðèè I = N, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî íà ìîðôèçìàõ ðàâíû âëî-
æåíèÿì F (i) → F (j), òî ìîäóëü lim−→

IF èçîìîðôåí îáúåäèíåíèþ ∪i∈IF (i).
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Zp ⊂ Zp2 ⊂ Zp3 ⊂ Zp4 · · · ,

ãäå Zpn � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé z ∈ C óðàâíå-
íèÿ zpn

= 1. Òîãäà àáåëåâà ãðóïïà lim−→
NZpn áóäåò ìàêñèìàëüíîé p−ïîäãðóï-

ïîé àääèòèâíîé ãðóïïû Q/Z (ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ïî mod 1).

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1 Ïóñòü F : C → A � ôóíêòîð, A ∈ ObA � îáúåêò.
Òîãäà

A(lim−→
C F, A) ∼= lim←−C opA(F (−), A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λc : F (c) → lim−→
C F � ìîðôèçìû êîïðåäåëà. Äëÿ

êàæäîãî ìîðôèçìà lim−→
C F

α→ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñåìåéñòâî αc =
α ◦ λc : F (c) → A. Ýòî ñåìåéñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íèòü ýëåìåíòîâ
αc ∈ A(F (c), A). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå α 7→ {αc}c∈ObC áèåêòèâíî.

Ñëåäñòâèå 3.3.2 Åñëè ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïî c ∈ C èçîìîðôèç-
ìû

A(F (c), lim−→
C F ) ∼= A(F (c), F (c)),

òî A(lim−→
C F, lim−→

C F ) ∼= lim←−C {A(F (c), F (c))}.

Çàìå÷àíèå 3.3.5 Ñåìåéñòâî αc : F (c) → A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå F → ∆C A. Ñëåäîâàòåëüíî, A(lim−→

C F,A) ∼=
AC (F, ∆C A).

Ïðèìåð 3.3.6 Òàê êàê lim−→
NZpn = Cp∞ è îáðàç ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà Zpn →

Cp∞ ñîäåðæèòñÿ â Zpn , òî Ab(Zpn , Cp∞) ∼= Ab(Zpn ,Zpn). Ñëåäîâàòåëüíî

Ab(Cp∞ , Cp∞) ∼= lim←−NopAb(Zpn ,Zpn).

Ïîñêîëüêó êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà pn èçîìîðô-
íî êîëüöó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ pn, òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîëüöî ýíäî-
ìîðôèçìîâ êâàçèöèêëè÷åñêîé ãðóïïû èçîìîðôíî êîëüöó öåëûõ p−àäè÷åñêèõ
÷èñåë lim←−Nop{Zpn}.
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3.4 Äåêàðòîâû êâàäðàòû
Ïóñòü f : A → C è g : B → C � äâà ìîðôèçìà â îáúåêò C. Äåêàðòî-
âûì (èëè êîóíèâåðñàëüíûì) êâàäðàòîì äëÿ ìîðôèçìîâ f è g íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

P
πB−→ B

↓ πA ↓ g

A
f−→ C

(3.2)

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ îáúåêòà D è ìîðôèçìîâ α : D → A, β : D → B, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó g ◦ β = f ◦ α, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
γ : D → P , äëÿ êîòîðîãî πA ◦ γ = α è πB ◦ γ = β. Â ýòîì ñëó÷àå îáú-
åêò P , âìåñòå ñ ìîðôèçìàìè πA, πB è f ◦ πA, áóäåò ïðåäåëîì äèàãðàììû
A

f→ B
g← B. Îáúåêò P íàçûâàåòñÿ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì, àññîöèè-

ðîâàííûì ñî ñõåìîé A
f→ B

g← B è îáîçíà÷àåòñÿ A×C B.
Ïîñêîëüêó äåêàðòîâ êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì, òî â êàòåãîðèè Set (èëè

Top) îí áóäåò ðàâåí
A×C B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B, f(a) = g(b)}.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.1 Ïóñòü (3.2) � äåêàðòîâ êâàäðàò. Òîãäà åñëè f � ìî-
íîìîðôèçì, òî πB � ìîíîìîðôèçì. Åñëè f � ðåòðàêöèÿ, òî πB � ðåòðàê-
öèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ◦i = 1C , òî f ◦(i◦g) = g◦1B . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò
ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííûé ìîðôèçì j : B → P , äëÿ êîòîðîãî πA ◦ j = i ◦ g
è πB ◦ j = 1B . Ñëåäîâàòåëüíî πB � ðåòðàêöèÿ.
Ïðèìåð 3.4.1 Ïóñòü àáåëåâà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ êîïðåäåëîì äèàãðàììû,
ñîñòîÿùåé èç A ∩ B, A, B è âëîæåíèé. Åñëè êàæäûé ãîìîìîðôèçì A →
G èìååò îáðàç â A, è êàæäûé ãîìîìîðôèçì B → G èìååò îáðàç â B,
òî ïîëó÷àåì End(G) ∼= End(A) ×End(A∩B) End(B). Çäåñü ÷åðåç X ×Z Y
îáîçíà÷àåò ïðåäåë äèàãðàììû X → Z ← Y .
Ïðèìåð 3.4.2 Ïîäãðóïïà G ⊆ A × B äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ àáåëåâûõ
ãðóïï A è B íàçûâàåòñÿ ïîäïðÿìîé ñóììîé, åñëè ïðîåêöèè pA|G : G → A
è pB |G : G → B ÿâëÿþòñÿ ýïèìîðôèçìàìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè â äåêàðòîâîì êâàäðàòå (3.2) â êàòåãîðèè àáå-
ëåâûõ ãðóïï ãîìîìîðôèçìû f è g ñþðúåêòèâíû, òî πA è πB ñþðúåêòèâíû.
Ñòàëî áûòü, â ýòîì ñëó÷àå P áóäåò ïîäïðÿìîé ñóììîé A è B. Èçâåñò-
íî [12, Ñ.55], ÷òî âåðíî è îáðàòíîå � êàæäàÿ ïîäïðÿìàÿ ñóììà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà êàê ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå, àññîöèèðîâàííîå ñî ñõåìîé,
ñîñòîÿùåé èç ýïèìîðôèçìîâ.
Ïðåäëîæåíèå 3.4.2 Ïóñòü çàäàíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

P −→ Q −→ R
↓ ↓ ↓
A −→ B −→ C

(3.3)
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Åñëè ëåâûé è ïðàâûé êâàäðàòû äåêàðòîâû, òî äåêàðòîâ âíåøíèé êâàäðàò.
Åñëè ëåâûé è âíåøíèé êâàäðàòû äåêàðòîâû, òî ïðàâûé êâàäðàò äåêàðòîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîíîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íèòåëåì íåêîòîðîé ïàðû ìîðôèçìîâ.
Ïðåäëîæåíèå 3.4.3 Ïóñòü ìîðôèçì f â äåêàðòîâîì êâàäðàòå (3.2) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðîãèì ìîíîìîðôèçìîì. Òîãäà πB � ñòðîãèé ìîíîìîðôèçì.

3.5 Ïðåäåëû è ìîíîìîðôèçìû â êàòåãîðèè ôóíê-
òîðîâ

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå â êàòå-
ãîðèè ôóíêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (ñîîòâ. ýïèìîðôèçìîì) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîìïîíåíòû � ìîíîìîðôèçìû (ñîîòâ. ýïè-
ìîðôèçìû). Äîêàæåì, ÷òî ïðåäåëû è êîïðåäåëû â êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ
ìîæíî âû÷èñëÿòü ïîêîìïîíåíòíî, à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìîðôèçì
α : A → B áóäåò ìîíîìîðôèçìîì, åñëè è òîëüêî åñëè êâàäðàò

A
1A−→ A

↓ 1A ↓ α

A
α−→ B

(3.4)

ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì.
Òåîðåìà 3.5.1 Ïóñòü F : C → AD � ôóíêòîð. Ñåìåéñòâî åñòåñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé G

λc−→ F (c) ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëîì â AD òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî d ∈ ObD ñåìåéñòâî G(d)

(λc)d−→ F (c)(d) � ïðåäåë
ôóíêòîðà F (c) â êàòåãîðèè A.
Èíûìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî (lim←−C F )(d) = lim←−C (F (d)), äëÿ âñåõ d ∈ ObD.
Ëåììà 3.5.2 Åñëè F ïåðåâîäèò äåêàðòîâû êâàäðàòû â äåêàðòîâû, òî îí
ïåðåâîäèò ìîíîìîðôèçìû â ìîíîìîðôèçìû.
äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α : A → B � ìîíîìîðôèçì. Äåêàðòîâ êâàäðàò
(3.4) ïåðåâîäèòñÿ â äåêàðòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, F (α) � ìîíîìîðôèçì.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû äâîéñòâåííûå óòâåðæäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ôóíêòîð, ïåðåâîäÿùèé êîäåêàðòîâû êâàäðàòû â êîäåêàðòîâû, ïåðåâîäèò
ýïèìîðôèçìû â ýïèìîðôèçìû.
Òåîðåìà 3.5.3 Åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå η : F → G ìåæäó ôóíêòî-
ðàìè F,G : D → A ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (ñîîòâ. ýïèìîðôèçìîì),
åñëè è òîëüêî åñëè åãî êîìïîíåíòû ηc : F (c) → G(c) � ìîíîìîðôèçìû
(ñîîòâ. ýïèìîðôèçìû).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè η � ìîíîìîðôèçì, òî, ïîñêîëüêó äåêàðòîâ êâàäðàò
â AD áóäåò äåêàðòîâûì äëÿ êàæäîãî d ∈ D, ìîðôèçìû ηd áóäóò ìîíîìîð-
ôèçìàìè. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìîíîìîðôèçìà.
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Óïðàæíåíèå 3.2 Äîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (ñîîòâ. ýïèìîðôèçìîì) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí èíúåêòèâåí (ñîîòâ. ñþðúåêòèâåí) íà ìíîæåñòâàõ ñòðåëîê è âåð-
øèí.

3.6 Îòíîñèòåëüíî èíúåêòèâíûå è ïðîåêòèâíûå
îáúåêòû

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé âûäåëÿþò îáúåê-
òû P ∈ A, äëÿ êîòîðûõ ýïèìîðôèçìû A

f→ B ïåðåõîäÿò â ñþðúåêöèè
A(P, f) : A(P, A) → A(P,B). Òàêèå îáúåêòû P íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíûìè.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà ìîæåò òðåáîâàòüñÿ íå äëÿ
âñåõ ýïèìîðôèçìîâ. Òàê âîçíèêàþò îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíûå îáúåêòû ,
êîòîðûì ïîñâÿùåí äàííûé ïàðàãðàô.

Ýïèìîðôèçìû îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Åñëè â êîäåêàðòîâîì
êâàäðàòå

A
α−→ B

↓ γ ↓ β

C
δ−→ D

(3.5)

α � ýïèìîðôèçì, òî δ � ýïèìîðôèçì. Ýòî ñâîéñòâî áûëî óñòàíîâëåíî íàìè
â äâîéñòâåííîì ñëó÷àå. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
α � ìîíîìîðôèçì, ìîðôèçì δ ìîæåò íå áûòü ìîíîìîðôèçìîì.

Ïðèìåð 3.6.1 Ïóñòü A = Ann � êàòåãîðèÿ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ 1.
Êîïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè Ann áóäåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, èíèöè-
àëüíûì îáúåêòîì � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z. Ðàññìîòðèì êîäåêàðòîâ êâàä-
ðàò

Z u−→ Q
↓ v ↓ v′

Z/2Z u′−→ (Z/2Z)⊗Q
(3.6)

Ïîñêîëüêó (Z/2Z)⊗Q = 0, òî u′ � íå ìîíîìîðôèçì.

Ìîíîìîðôèçì α íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè âåðíà èìïëèêàöèÿ

äèàãðàììà (3.5) � êîäåêàðòîâ êâàäðàò ⇒ δ � ìîíîìîðôèçì.

Óïðàæíåíèå 3.3 Äîêàçàòü, ÷òî â Set êàæäûé ìîíîìîðôèçì óíèâåðñà-
ëåí.

Óïðàæíåíèå 3.4 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â êîäåêàðòîâîì êâàäðàòå (3.5) ìîð-
ôèçì α ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìîíîìîðôèçìîì, òî δ � óíèâåðñàëüíûé
ìîíîìîðôèçì.
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Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ ñ êîäåêàðòîâûìè êâàäðàòàìè. Îáúåêò I ∈ ObA
íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì îòíîñèòåëüíî êëàññà ìîíîìîðôèçìîâ, åñëè äëÿ
ëþáûõ îáúåêòîâ A,B ∈ ObA è ìîíîìîðôèçìà µ : A → B èç ýòîãî êëàññà
ìîðôèçì

A(B, I) → A(A, I), β 7→ β ◦ µ,

ñþðúåêòèâåí.

Ïðèìåð 3.6.2 (Àáñîëþòíûå ðåòðàêòû Áîðñóêà.) Ïóñòü Metr � êàòåãî-
ðèÿ ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü Pm

ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ èíúåêöèé X → X ′, îáðàçû êîòîðûõ çàìêíóòû.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè r : X → X ′ � ðåòðàêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìîð-
ôèçì i : X ′ → X, ÷òî r◦ i = 1X′ , è âëîæåíèå i(X ′) ⊆ X áóäåò çàìêíóòûì
îòîáðàæåíèåì. Ñòàëî áûòü, êîðåòðàêöèè ïðèíàäëåæàò Pm.

Ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî I íàçûâàåòñÿ AR−ïðîñòðàíñòâîì, åñëè
äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìîíîìîðôèçìà θ : I → X ñóùåñòâóåò π, äëÿ êîòî-
ðîãî π◦θ = 1I . Ñîãëàñíî Áîðñóêó [5] AR−ïðîñòðàíñòâà � ýòî èíúåêòèâíûå
îáúåêòû îòíîñèòåëüíî êëàññà ìîíîìîðôèçìîâ Pm.

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ îáú-
åêòîâ êàòåãîðèè äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.1 Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ ñ êîäåêàðòîâûìè êâàäðàòà-
ìè. Îáúåêò I ∈ ObA èíúåêòèâåí îòíîñèòåëüíî óíèâåðñàëüíûõ ìîíîìîð-
ôèçìîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêèé óíèâåðñàëüíûé ìîíîìîðôèçì
i : I → X â ïðîèçâîëüíûé îáúåêò ÿâëÿåòñÿ êîðåòðàêöèåé.

Ïðè èññëåäîâàíèè ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè âîçíèêàþò ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Îïèñàòü (îòíîñèòåëüíî) èíúåêòèâíûå îáúåêòû. Îòâåòèòü íà âîïðîñ,

êàæäûé ëè îáúåêò äîïóñêàåò ìîíîìîðôèçì X → I èç çàäàííîãî êëàññà â
èíúåêòèâíûé îáúåêò.

2. Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè íàèìåíüøèé èíúåêòèâíûé îáúåêò, îáëà-
äàþùèé äàííûì ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 3.6.3 Ìîíîìîðôèçì µ : X → I íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì,
åñëè äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà u : I → A âåðíà èìïëèêàöèÿ

u ◦ µ � ìîíîìîðôèçì ⇒ u � ìîíîìîðôèçì.

Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè I � èíúåêòèâíûé îáúåêò, ïàðà (I, µ) íàçûâàåòñÿ èíú-
åêòèâíîé îáîëî÷êîé îáúåêòà X.

Ïðèìåð 3.6.4 Â êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï èíúåêòèâíûå îáúåêòû � â òî÷-
íîñòè àáåëåâû ãðóïïû. Âëîæåíèå Z ⊂ Q ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ìîíî-
ìîðôèçìîì, Q � èíúåêòèâíàÿ îáîëî÷êà Z. Â êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï,
èëè, áîëåå îáùèì îáðàçîì, â êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì ñ 1 êàæäûé
îáúåêò îáëàäàåò èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé [7].



Ãëàâà 4

Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû

Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû è èõ ñâîéñòâà. Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðà-
òóðà: [9], [3], [11].

4.1 Óíèâåðñàëüíûå ñòðåëêè
Ïóñòü U : A → B � ôóíêòîð. Óíèâåðñàëüíîé ñòðåëêîé äëÿ B ∈ ObB íà-
çûâàåòñÿ ïàðà (A, λ), ñîñòîÿùàÿ èç òàêèõ îáúåêòà A ∈ ObA è ìîðôèçìà
λ ∈ B(B,U(A)), ÷òî äëÿ ëþáûõ îáúåêòà A′ ∈ ObA è ìîðôèçìà µ : B →
U(A′) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì α : A → A′, óäîâëåòâîðÿþùèé
ðàâåíñòâó U(α) ◦ λ = µ. Ýòî ñâîéñòâî èçîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû

B
λ−→ U(A) A

↓ = ↓ U(α) ↓ ∃!α
B

µ−→ U(A′) A′

Åñëè äëÿ êàæäîãî B ∈ ObB ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ñòðåëêà

B
λB−→ U(ΛB),

ãäå Λ � îòîáðàæåíèå ObB → ObA, òî ìû ïîëó÷àåì ôóíêòîð Λ : B → A,
çíà÷åíèÿ êîòîðîãî íà ìîðôèçìàõ ðàâíû ìîðôèçìàì f , äåëàþùèì êîììó-
òàòèâíûìè äèàãðàììû

B
λB−→ U(ΛB) ΛB

↓ β ↓ U(f) ↓ ∃!f
B′ λB′−→ U(ΛB′) ΛB′

Ïîëîæèì Λ(B → B′) = f .

Ïðèìåð 4.1.1 Ïóñòü U : Ab → Set � çàáûâàþùèé ôóíêòîð, L � ôóíêòîð,
ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó ìíîæåñòâó E ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó LE,

33
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ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì E è êàæäîìó îòîáðàæåíèþ f : E1 → E2 �
ãîìîìîðôèçì Lf , äëÿ êîòîðîãî Lf |E1 = f . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
æåñòâà E âëîæåíèå ηE : E → U(LE) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ñòðåëêîé.

4.2 Ñâîáîäíûå êàòåãîðèè
Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé, åñëè îíà èçîìîðôíà êàòåãîðèè ïóòåé îðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà α ∈ MorC îáîçíà÷èì ÷åðåç C (α) êàòåãî-
ðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïàðû ìîðôèçìîâ a

α0→ c0
β0→ b, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ β0 ◦ α0 = α. Ìîðôèçìàìè ìåæäó a
α0→ c0

β0→ b è
a

α1→ c1
β1→ b ñëóæàò êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû

a
α0−→ c0

β0−→ b
↓ = ↓ γ ↓ =

a
α1−→ c1

β1−→ b

(4.1)

Òåîðåìà 4.2.1 Êàòåãîðèÿ C ñâîáîäíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

(1) êàæäûé åå ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì è ìîíîìîðôèçìîì;
(2) äëÿ êàæäîãî åå ìîðôèçìà α êàòåãîðèÿ C (α) èçîìîðôíà êîíå÷íîìó

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàòåãîðèè C (α) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæå-
ñòâà, òî â C íåò èçîìîðôèçìîâ, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííûõ, èáî ðàâåíñòâî
β ◦ α ïîâëåêëî áû ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìîâ γ : (α, β) ◦ (1A, 1A), γ = β, è
γ−1 : (1A, 1A) → (α, β), γ−1 = α, ïðèâîäÿùèõ ê ðàâåíñòâó (1A, 1A) = (α, β).

4.3 Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû
Îïðåäåëåíèå 4.3.1 Ïóñòü U : A → B è L : B → A � ôóíêòîðû. Ôóíê-
òîð L íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì ê ôóíêòîðó U , åñëè ñóùåñòâóåò
åñòåñòâåííàÿ ïî a ∈ A, b ∈ B áèåêöèÿ

ωa,b : B(b, Ua)
∼=−→ A(Lb, a).

Òåîðåìà 4.3.1 Ïóñòü U : A → B è L : B → A � ïðîèçâîëüíûå ôóíêòîðû.
Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà U è L ýêâèâàëåíòíû:

(1) Äëÿ êàæäîãî b ∈ ObB ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ñòðåëêà

b
λb−→ U(Lb).

(2) Ôóíêòîð L ñîïðÿæåí ñëåâà ê U , ò. å. ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ
ïî a, b áèåêöèÿ

ωa,b : B(b, Ua)
∼=−→ A(Lb, a).
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(3) Ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ η : 1B → UL è ε : LU →
1A, äåëàþùèå êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììû:

L
L∗η−→ LUL

↓ = ↓ ε ∗ L

L
1L−→ L

U
η∗U−→ ULU

↓ = ↓ U ∗ ε

U
1U−→ U

ãäå (L ∗ η)a = L(ηa), (ε ∗ L)a = εLa.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Åñëè äëÿ êàæäîãî f : b → Ua ñóùåñòâóåò
f : Lb → a, òî îïðåäåëèì f 7→ f .

(2) ⇒ (3). Åñëè ìîðôèçìû ωa,b åñòåñòâåííû ïî a è b, òî êîììóòàòèâíû
ñëåäóþùèå äèàãðàììû

A(Lb, Lb) ω−1

−→ B(b, ULb)
↓ A(1, α) ↓ B(1, Uα)

A(Lb, a) ω−1

−→ B(b, Ua)

1 7→ λb

↓ ↓
α 7→ ω−1 = U(α) ◦ λb

Âîçüìåì ηb = ω−1(1Lb). Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ

1Ua ∈ A(Ua, Ua) ω−→ A(LUa, a),

ïîëîæèì εa = ω(1Ua).
Èñïîëüçóÿ (3) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî {ηb : b → ULb} � óíèâåðñàëüíàÿ

ñòðåëêà.

Ïðèìåð 4.3.2 Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B è C èìåþò ìåñòî èçîìîðôèç-
ìû Set (A×B, C) ∼= Set (A,CB).

Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâî çàìêíóòîé, åñëè äëÿ ëþáûõ B, C ∈
ObC ñóùåñòâóåò îáúåêò CB, îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìîâ

C (A×B, C) ∼= C (A,CB).

Íàïðèìåð, êàòåãîðèÿ G-ìíîæåñòâ äåêàðòîâî çàìêíóòà äëÿ ëþáîé ãðóïïû
G. Äåêàðòîâî çàìêíóòû êàòåãîðèè Grp è Top.

Ïðèìåð 4.3.3 Ïóñòü X è Y � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Åñ-
ëè ðàññìàòðèâàòü èõ êàê êàòåãîðèè, òî ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ñîïðÿæåííûõ
ôóíêòîðîâ U : Xop → Y è L : Y op → X áóäåò â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâèåì
Ãàëóà ìåæäó X è Y .

Òåîðåìà 4.3.2 Ïóñòü U : A → B � ôóíêòîð, èìåþùèé ëåâûé ñîïðÿæåí-
íûé. Òîãäà äëÿ êàæäîé ìàëîé êàòåãîðèè J è ôóíêòîðà F : J → A ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì

U(lim←−JF ) ∼= lim←−J (U ◦ F ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò ïà-
ðû ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ

A ←→ B ←→ C ,

òî êîìïîçèöèè ñîïðÿæåíû. Çàìåòèì, ÷òî ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê ôóíêòîðó
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ðàññìîòðèì êîììó-
òàòèâíóþ äèàãðàììó

AJ L∗←− BJ

↑ ∆J ↑ ∆J

A L←− B
ãäå L∗ = L ◦ (−). Â ñèëó ñâîéñòâà óíèâåðñàëüíîñòè ôóíêòîð L∗ ñîïðÿæåí
ñëåâà ê U∗ = U ◦ (−). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
AJ(∆JA, F ) ∼= A(A, lim←−JF ). Ñòàëî áûòü, ∆J ñîïðÿæåí ñëåâà ê lim←−J . Òàêèì
îáðàçîì, lim←−J ◦ U∗ ∼= U ◦ lim←−j .

4.4 Òåîðåìà Ôðåéäà
Ïóñòü U : A → B � ôóíêòîð. Äîêàæåì, ÷òî åñëè U ñîõðàíÿåò ïðåäåëû,
òî îí èìååò ëåâûé ñîïðÿæåííûé. Ìû âèäåëè, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ëåâîãî
ñîïðÿæåííîãî ñâÿçàíî ñ óíèâåðñàëüíîé ñòðåëêîé. Óíèâåðñàëüíóþ ñòðåëêó
ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ êîììà-êàòåãîðèè ïî Ìàêëåéíó. Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ êàæäîãî b ∈ ObB êîììà-êàòåãîðèÿ b/U � ýòî êàòåãîðèÿ, êëàññ
îáúåêòîâ êîòîðîé ñîñòîèò èç ïàð (a ∈ ObA, α ∈ B(b, Ua)), à ìîðôèçìàìè
(a1, α1) → (a2, α2) ìåæäó òàêèìè ïàðàìè ñëóæàò ìîðôèçìû f : a1 → a2,
äåëàþùèå êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììû

b
α1−→ U(a1)

↓= ↓ U(f)
b

α2−→ U(a2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qb : b/U → A çàáûâàþùèé ôóíêòîð, äåéñòâóþùèé êàê
(a, α) 7→ a íà îáúåêòàõ, è f 7→ f � íà ìîðôèçìàõ. ßñíî, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ
ñòðåëêà äëÿ b ∈ ObB áóäåò â òî÷íîñòè èíèöèàëüíûì îáúåêòîì â êîììà-
êàòåãîðèè b/U . Ïî òåîðåìå 4.3.1 U èìååò ëåâûé ñîïðÿæåííûé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî b ∈ B êàòåãîðèÿ b/U èìååò èíèöèàëüíûé îáúåêò.

Ëåììà 4.4.1 (Î ñóùåñòâîâàíèè èíèöèàëüíîãî îáúåêòà) Ïóñòü D � ïîë-
íàÿ êàòåãîðèÿ. Òîãäà D èìååò èíèöèàëüíûé îáúåêò, åñëè è òîëüêî åñëè
ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî I è ñåìåéñòâî {ki}i∈I îáúåêòîâ èç D òàêèå, ÷òî
äëÿ êàæäîãî d ∈ D íàéäóòñÿ ýëåìåíò i ∈ I è ìîðôèçì ki → d â êàòåãîðèè
D.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü {ki}i∈I óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû. Òîãäà ïðî-
èçâåäåíèå w =

∏
i∈I ki ∈ D èìååò ìîðôèçìû w → d äëÿ âñåõ d ∈ D, íà-

ïðèìåð, çàäàííûå êàê êîìïîçèöèè w =
∏

ki → ki → d, ãäå ïåðâûå ñòðåëêè
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� ïðîåêöèè ïðîèçâåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíèòåëü ε : v → w ìíîæåñòâà
âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ îáúåêòà w. Äëÿ êàæäîãî d ∈ D ñóùåñòâóåò ðàâíàÿ
êîìïîçèöèè v → w → d ñòðåëêà v → d. Ïóñòü áûëè çàäàíû äâå ñòðåëêè
f, g : v → d, âîçüìåì èõ óðàâíèòåëü ε1, êàê ýòî ïîêàçàíî íà äèàãðàììå:

u
ε1−→ v

f−→
g−→ d

↑ s ↓ ε

w
1w−→ w

Òîãäà δε = ε äëÿ âñåõ δ : w → w. Çíà÷èò εε1sε = ε. Íî ε ÿâëÿåòñÿ óðàâíèòå-
ëåì è, çíà÷èò, ìîíîìîðôèçìîì; ñîêðàùåíèå íà ε ñëåâà ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
ε1sε = 1v. Òàêèì îáðàçîì, ε1 ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé. Àíàëîãè÷íî ε1 ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîìîðôèçìîì, êàê óðàâíèòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî ε1 åñòü èçîìîðôèçì è
f = g. Ìû äîêàçàëè, ÷òî v � èíèöèàëüíûé îáúåêò â D. Ìû âèäèì, ÷òî
êàòåãîðèÿ D èìååò êîèíèöèàëüíîå ìíîæåñòâî, åñëè ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî
I è ñåìåéñòâî {ki}i∈I îáúåêòîâ èç D, òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî d ∈ ObD th-
ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ki → d äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ I. Èç äîêàçàííîé ëåììû
ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 4.4.2 (Ôðåéä) Ïóñòü A è B � ïîëíûå êàòåãîðèè, U : A → B
� ôóíêòîð. Òîãäà U èìååò ëåâûé ñîïðÿæåííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí ñîõðàíÿåò ïðåäåëû è äëÿ êàæäîãî b ∈ ObB êàòåãîðèÿ b/U èìååò
êîèíèöèàëüíîå ìíîæåñòâî.

4.5 Ðàñøèðåíèÿ Êàíà
Ïóñòü S : C → D � ôóíêòîð ìåæäó ìàëûìè êàòåãîðèÿìè, è A � ïðîèç-
âîëüíàÿ êàòåãîðèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð (−) ◦ S : AD → AC , äåéñòâóþ-
ùèé íà îáúåêòàõ êàê F 7→ F ◦ S, íà ìîðôèçìàõ � η 7→ η ? S Ëåâûé ñî-
ïðÿæåííûé ê (−) ◦ S íàçûâàåòñÿ ëåâûì ðàñøèðåíèåì Êàíà è îáîçíà÷àåòñÿ
LanS : AC → B D. Ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ê (−) ◦ S íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ðàñ-
øèðåíèåì Êàíà .

Ïðèìåð 4.5.1 Ïóñòü i : H ⊆ G � âëîæåíèå ïîäãðóïïû â ãðóïïó. Äëÿ
ëþáîãî H−ìîäóëÿ M ∈ AbH èíäóöèðîâàííûé ìîäóëü [6]

IndG
HM = Z[G]⊗Z[H] M

áóäåò èçîìîðôåí LaniM , à êîèíäóöèðîâàííûé ìîäóëü

CoindG
HM = AbH(Z[G],M)

èçîìîðôåí RaniM .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ, ôóíêòîðû

AC

LanS

++ AD

(−)◦S
kk
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ñâÿçàíû åñòåñòâåííîé áèåêöèåé

AD(LanSF,G) ∼= AC (F,G ◦ S) .

Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà (LanSF, ηF ) áóäåò óíèâåðñàëüíîé ñòðåëêîé:

F

∀ϕ !!DD
DD

DD
DD

D
ηF // (LanSF ) ◦ S

ϕ∗Sxxqqqqqqqqqq

G ◦ S

LanSF

∃!ϕ
{{ww

ww
ww

ww
w

G

Ïóñòü d ∈ ObD � îáúåêò. Íàïîìíèì, ÷òî S/d îáîçíà÷àåò êîììà�êàòåãîðèþ.
Îáúåêòàìè ýòîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ ïàðû, ñîñòîÿùèå èç îáúåêòà c ∈ C è
ìîðôèçìà α : S(c) → d, à ìîðôèçìû (c, α) → (c′, α′) çàäàþòñÿ ìîðôèçìàìè
β : c → c′, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ α′ ◦ β = α. Òàêèì îáðàçîì,
ìîðôèçìàìè ñëóæàò êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû

S(c) α−→ d
↓ S(β) ↓ =

S(c′) α′−→ d

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qd : S/d → C çàáûâàþùèé ôóíêòîð.

Òåîðåìà 4.5.1 Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ ñ êîïðåäåëàìè. Ëåâîå ðàñøèðåíèå
Êàíà ôóíêòîðà F : C → A âäîëü S : C → D ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ôóíêòîð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ

LanSF (d) = lim−→
(
S/d

Qd→ C
F→ A

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ : F → G ◦
S. Ïîñòðîèì åñòåñòâåííûå ïî d ìîðôèçìû lim−→

S/dFQd → G(d). Ñ ýòîé öåëüþ
ðàññìîòðèì äèàãðàììó

S/d
Qd→ C

F→
→

G◦S
A .

Äëÿ âñåõ (c, α) ∈ S/d ìîðôèçìû G(α) : G(S(c)) → G(d) äàþò êîììóòàòèâ-
íûå äèàãðàììû

GSQd(c1, α1)
G(α1)−→ G(d)

↓ GSQd(β) ↓ =

GSQd(c2, α2)
G(α2)−→ G(d)

êîòîðûå ñîñòàâëÿþò åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå GSQd → ∆S/dG(d). Êîì-
ïîçèöèÿ FQd → GSQd → ∆S/dG(d) ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðÿìîìó ïðåäåëó
ïðèâîäèò ê èñêîìûì ìîðôèçìàì ϕd : lim−→

S/dFQd → G(d). Ìîæíî ïðîâåðèòü
íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó åñòåñòâåííî-
ìó ïðåîáðàçîâàíèþ ϕ : F → G ◦ S åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕd áóäåò
áèåêöèåé.
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Òåì íå ìåíåå, ìû óêàæåì óíèâåðñàëüíóþ ñòðåëêó.
Ïóñòü ν(c1,α1:Sc1→Sc) : F (c1) → lim−→

S/ScFQSc � êàíîíè÷åñêèå ìîðôèç-
ìû êîïðåäåëà. Ïîëîæèì (ηF )c : F (c) → lim−→

S/ScFQSc ðàâíûì ν(c,1Sc:Sc→Sc).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

F (c)
(ηF )c−→ lim−→

S/ScFQSc lim−→
S/dFQd

↓ = ↓ ↓
F (c)

ϕc−→ GS(c) G(d)

Ñëåäîâàòåëüíî, ηF � óíèâåðñàëüíàÿ ñòðåëêà, à ôóíêòîð {lim−→
S/dFQd}d∈D

ñîïðÿæåííûì ñëåâà ê (−) ◦ S. 2

4.6 Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêòî-
ðîâ

Ïóñòü C � êîïîëíàÿ êàòåãîðèÿ. Òîãäà ñ êàæäîé ìàëîé êàòåãîðèåé D è ôóíê-
òîðîì H : D→ C ñâÿçàí ôóíêòîð

D : C → Set D
op

,

ïðèíèìàþùèé íà îáúåêòàõ C ∈ C çíà÷åíèÿ D(C) = C (H(−), C). Ìîðôèçìó
f : C → C ′ ñîïîñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåå êîìïî-
íåíòû

C (H(d), C)
C (H(d),f)−→ C (H(d), C ′) ,

ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîìó ìîðôèçìó H(d)
g→ C êîìïîçèöèþ f ◦ g ìîðôèç-

ìîâ
H(d)

g→ C
f→ C ′

Òåîðåìà 4.6.1 Ïóñòü C � ïîëíàÿ, à D � ìàëàÿ êàòåãîðèè. Äëÿ ëþáîãî
ôóíêòîðà H : D → C ôóíêòîð D : C → Set D

op èìååò ëåâûé ñîïðÿæåí-
íûé, èçîìîðôíûé ëåâîìó ðàñøèðåíèþ Êàíà G = Lanh∗H

C
D

22 Set D
op

G
ss

D
H

__???????? h∗

;;xxxxxxxxx

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó D = hC ◦Hop, òî íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ïî X ∈ Set D

op áèåêöèÿ

Set D
op

(X,hC ◦Hop) ω→ C ((Lanh∗H)(X), C) .
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå η : X → hC ◦Hop è
ïîñòðîèì äëÿ íåãî ω(η). Â ñèëó åñòåñòâåííîñòè η èìåþò ìåñòî êîììóòàòèâ-
íûå äëÿ âñåõ α : d → d′ äèàãðàììû

X(d)
ηd // C (H(d), C)

X(d′)

X(α)

OO

ηd′
// C (H(d′), C)

C (H(α),1C)

OO

â êîòîðûõ êîìïîíåíòû ηd åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîïîñòàâëÿþò ýëå-
ìåíòàì x ∈ X(d) îòîáðàæåíèÿ

ηd(x) : H(d) → C .

Ïî òåîðåìå 4.5.1 ìíîæåñòâî C ((Lanh∗H)(X), C) áóäåò ðàâíî

C (lim−→
h∗/XHQX , C) ∼= lim←−ex∈h∗/XC (H(d), C) .

Ñòàëî áûòü, åãî ýëåìåíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íèòè (ξex)ex∈h∗/X � ñå-
ìåéñòâà ìîðôèçìîâ, äåëàþùèõ êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììû

H(d)
ξex

""EE
EE

EE
EE

C

H(d′)

H(α)

OO

ξfx′

<<zzzzzzzz

äëÿ ëþáûõ ìîðôèçìîâ x̃
α→ x̃′ êàòåãîðèè h∗/X.

Åñòåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ η : X → hC ◦ Hop ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ ξex = ηd(x) ∈ C (H(d), C), ãäå x̃ ïðîáåãàåò âñå îáúåê-
òû êàòåãîðèè h∗/X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî ýòè ñåìåéñòâà áóäóò
íèòÿìè, ïðîâåðèì ðàâåíñòâà ξex ◦H(α) = ξ ex′ :

ξex′ = ηd′(x′) ∈ C (H(d′), C) ⇒ ξ ex′ ◦H(α) = ηd′(x′) ◦H(α) = ηd(X(α)(x′)) .

Ïîýòîìó, â ñëó÷àå x = X(α)(x′), áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî ηd(x) = ξex′ ◦
H(α), èç êîòîðîãî ñëåäóåò ξex = ξ ex′ ◦ H(α). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííîå
îòîáðàæåíèå η 7→ (ξex), ξex = ηd(x), âçàèìíî îäíîçíà÷íî, è îáðàòíûì äëÿ íåãî
áóäåò îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå íèòè (ξex) åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
ηd(x) = ξex. Ñëåäîâàòåëüíî, ω áóäåò åñòåñòâåííîé áèåêöèåé. 2
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