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Пусть заданы две проективные системы {Ai} и {Bi} абелевых групп
и семейство гомоморфизмов fi : Ai → Bi, согласованных между собой с
помощью коммутативных диаграмм

Ai
fi //

A(i⩾j)

��

Bi

B(i⩾j)

��
Aj fj

// Bj

При переходе к пределам проективных систем появляется гомоморфизм
lim←− f , сопоставляющий каждой нити {ai}i∈J нить {fi(ai)}i∈J . Из сюръек-
тивности гомоморфизмов fi не следует сюръективность гомоморфизма
lim←− f между пределами этих проективных систем. Возникают различные
вопросы связанные с измерением этого отклонения от сюръективности.
Этими вопросами занимается теория производных функтора предела.
Цель данной работы - ввести читателя в раздел гомологической алгеб-
ры, в котором изучается эта теория.

В работе доказывается теорема Митчела о том, что когомологическая
размерность направленного множества конфинальности ℵn равна n+ 1.
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Глава 1

Предварительные сведения

1.1 Обозначения

• N – множество неотрицательных целых чисел,

• Z – кольцо целых чисел,

• Ab – категория абелевых групп и гомоморфизмов,

• Ens – категория множеств,

• L : Ens → Ab – функтор, сопоставляющий каждому множеству E
свободную абелеву группу с базисом E и каждому отображению f
– гомоморфизм, продолжающий f .

1.2 Частично упорядоченные множества

Лемма 1.2.1 (Цорн) Если каждая цепь в частично упорядоченном мно-
жестве ограничена сверху элементом частично упорядоченного мно-
жества, то в этом частично упорядоченном существует по крайней
мере один максимальный элемент.

Частично упорядоченное множество J рассматриваем как малую ка-
тегорию, в которой для каждой пары элементов a, b ∈ J множество мор-
физмов J(a, b) состоит из единственного элемента если a ⩽ b, и J(a, b) = ∅
– в противном случае.
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6 Глава 1. Предварительные сведения

Частично упорядоченное множество J называется направленным мно-
жеством, если для любых a, b ∈ J существует такой c ∈ J , что a ⩽ c и
b ⩽ c.

Ординалом называется множество, вполне упорядоченное отношени-
ем ∈. Кардиналом называется наименьший ординал данной мощности.

Лемма 1.2.2 Пусть I – бесконечное направленное множество, ℵ – кар-
динал равномощный I. Существует такое неубывающее семейство на-
правленных подмножеств Iµ ⊆ I, что |Iµ| < |I| и

∪
µ∈ℵ

Iµ = I. Причем

для каждого предельного ординала ν < ℵ имеет место Iν =
∪
µ<ν

Iµ

Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию f : I × I →
I, для которой f(i, j) ⩾ i, f(i, j) ⩾ j и f(i, i) = i. Для произвольного
подмножества M ⊆ I положим M (1) = f(M ×M), M (2) = f(M (1) ×M),

· · · , M (n) = f(M (n−1) ×M), · · · . Обозначим M̃ =
∞∪
n=1

M (n). Тогда M̃ ⊃M

и |M̃ | = |M |. Пусть µ 7→ iµ – биекция между ℵ и I. Тогда I = {iµ : µ <

ℵ}. Рассмотрим подмножества Eµ = {iα : α < µ}. Семейство Iµ = Ẽµ

обладает необходимыми свойствами. 2

1.3 Сопряженные функторы и инъективные
объекты

Определение 1.3.1 Рассмотрим функторы A
T //

B
R

oo между произ-
вольными категориями. Функтор T называется сопряженным слева к
R, если существует естественное преобразование ηA : A → RTA та-
кое, что для каждого α : A→ RB существует единственный морфизм
ω(α) : TA→ B, делающий коммутативной диаграмму

A

∀α !!C
CC

CC
CC

C ηA
// RTA

R(ω(α)){{v v
v
v
v

TA

∃!ω(α)}}{{
{{
{{
{{

RB B

Можно доказать, что отображение ω : A (A,RB)→ B(TA,B) будет осу-
ществлять в этом случае естественную биекцию между бифункторами,
в честь чего появился термин “сопряженный слева”.
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Определение 1.3.2 Пусть A – категория. Объект I ∈ A называется
инъективным, если для любого мноморфизма A→ B и морфизма A→ I
существует морфизм, делающий коммутативным треугольник

A

∀   B
BB

BB
BB

B
// ∀ // B

∃���
�
�
�

I

Предложение 1.3.1 Пусть R : A → B – функтор, сопряженный
справа к некоторому функтору T , переводящему мономорфизмы в мо-
номорфизмы. Тогда R переводит инъективные объекты в инъективные.

Доказательство. Отображение ω, участвующее в определении сопря-
женного функтора, является биекцией. Стало быть, мы можем опреде-
лить обратное отображение, полагая ω−1(β) = α если ω(α) = β. Так
как ω(α) – тот единственный морфизм, для которого R(ω(α))ηA = α, то
ω−1(β) = R(β)ηA.

Пусть I – инъективный объект в B. Нам нужно доказать, что для
любых мономорфизма µ : A′ ↣ A и морфизма α : A′ → RI существует
морфизм, делающий коммутативным треугольник

A′

α ""E
EE

EE
EE

E
// µ // A

?~~|
|
|
|

RI

(1.1)

Поскольку I – инъективный объект в категории B, то существует мор-
физм β, для которого коммутативна диаграмма

TA′

ω(α) ""E
EE

EE
EE

EE
// T (µ) // TA

∃β~~}
}
}
}

I

Применим к этому треугольнику функтор R и дополним его сверху квад-
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ратом, коммутативном в силу естественности морфизмов ηA:

A′ // µ //

ηA′
��

A

ηA
��

RTA′

R(ω(α)) $$I
II

II
II

II
// R(T (µ)) // RTA

R(β){{www
ww
ww
ww

RI

Внешний пятиугольник коммутативен. Отсюда R(ω(α))ηA′ = R(β)ηAµ.
Согласно определению отображения ω, морфизм ω(α) будет единствен-
ным морфизмом, для которого α = R(ω(α))ηA′ . Отсюда α = R(β)ηAµ. Но
R(β)ηA = ω−1(β), и значит α = ω−1(β)µ. Следовательно искомый мор-
физм, делающий коммутативной диаграмму (1.1), можно взять равным
ω−1(β). 2

1.4 Абелевы категории
Рассмотрим аксиомы Гротендика [4].

Определение 1.4.1 Категория называется абелевой, если она адди-
тивна и удовлетворяет следующим аксиомам:

(AB1) Для каждого ее морфизма существует ядро и коядро;
(AB2) Для каждого ее морфизма f связанный с ним условием ком-

мутативности диаграммы

Ker f
ker f // A

f //

��

B
coker f // Coker f

Coker (ker f)
∃!f̄ // Ker(coker f)

OO

морфизм f̄ является изоморфизмом.

Абелева категория A может удовлетворять дополнительным аксио-
мам

(AB3) Для каждого семейства ее объектов {Ae}e∈E существует ко-
произведение

⊕
e∈E

Ae.
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(AB4) Выполнено (AB3) и функтор, ставящий в соответствие се-
мействам объектов их копроизведения, точен;

(AB5) Для любых направленного множества J и функтора A : J →
A существует копредел lim−→

J A ∈ A , и функтор lim−→
J : A J → A точен.

Легко видеть, что из (AB5) следует (AB4).

1.5 Правые производные функторы

Определим производные функторы от точного слева функтора между
абелевыми категориями, определенного на абелевой категории с доста-
точным числом инъективных объектов. Докажем, что они являются его
правыми сателлитами. Это нам нужно для определения производных
функторов предела.

Определение 1.5.1 Абелева категория A называется имеющей до-
статочное число инъективных объектов, если для каждого ее объекта
A существует мономорфизм A ↣ A0 в инъективный объект.

Пусть A – абелева категория с достаточным числом инъективных
объектов.

Определение 1.5.2 Инъективной резольвентой объекта A ∈ A назы-
вается произвольная точная последовательность

0→ A→ A0 → A1 → A2 → · · · ,

в которой A0, A1, · · · – инъективны.

Определение 1.5.3 Функтор T : A → B между абелевыми катего-
риями называется точным слева, если он каждую точную в A после-
довательность

0→ A′ → A→ A′′

переводит в точную последовательность

0→ T (A′)→ T (A)→ T (A′′)
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Для произвольного точного слева функтора T : A → B из категории
с достаточным числом инъективных объектов рассмотрим n-е объекты
когомологий Hn(T (A∗)) комплекса

0→ T (A0)→ T (A1)→ T (A2)→ · · ·

Для любого морфизма f : A → B категории A и произвольных инъ-
ективных резольвент A∗, B∗ существует единственное с точностью до
гомотопии отображение комплексов

0 // A

��

// A0

��

// A1

��

// · · ·

0 // B // B0 // B1 // · · ·

Применение функтора T приводит к отображению комплексов T (A∗)→
T (B∗), определяющему для каждого n ⩾ 0 единственный независимый
от резольвент и от отображения резольвент морфизм объектов когомо-
логий Hn(T (A∗))→ Hn(T (B∗)).

Определение 1.5.4 Пусть A – абелева категория с достаточным чис-
лом инъективных объектов, T : A → B – аддитивный точный слева
функтор между абелевыми категориями. Функторы RnT : A → B,
определенные по формуле RnT (A) = Hn(A∗) называются правыми про-
изводными функтора T .

Мы хотим показать, что последовательность функторов RnT состоит
из правых сателлитов функтора T .

Лемма 1.5.1 [1] Для любой диаграммы, состоящей из точной строки
и мономорфизмов α : A→ A0, γ : C → C0 в инъективные объекты A0 и
C0

0 // A

α
��

f // B
g // C

γ
��

// 0

A0 C0

существует дополнение до коммутативной диаграммы, состоящей из
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трех точных строк и трех точных столбцов

0

��

0

��

0

��
0 // A

α
��

f // B

β
��

g // C

γ
��

// 0

0 // A0

��

iA // B0

��

pC // C0

��

// 0

0 // X

��

// Y

��

// Z

��

// 0

0 0 0

Доказательство. Полагаем B0 = A0 ⊕ C0. Пусть iA : A0 → A0 ⊕ C0

и iC : C0 → A0 ⊕ C0 – канонические инъекции, а pA и pC – проекции. В
силу инъективности объекта A0 существует единственный µ : B → A0.
Тогда морфизм β определяется по формуле β = iA · µ+ iC · γ · g.

Докажем, что β – мономорфизм. Пусть (K,κ) – ядро морфизма β.
Тогда pCβκ = 0⇒ pC(iAµ+ iCγg)κ = 0⇒ γgκ = 0⇒ gκ = 0⇒ ∃!ν (fν =
0) ⇒ iAαν = βfν = βκ = 0 ⇒ ν = 0 ⇒ κ = 0. 2

Предложение 1.5.2 Если A имеет достаточное число инъективных
объектов, и T : A → B точен слева, то функторы RnT : A → B при
n ⩾ 1 являются правыми сателлитами функторами R0T = T .

Доказательство. С помощью леммы 1.5.1 короткая точная последо-
вательность может быть вложена точную последовательность инъектив-
ных резольвент 0 → An → Bn → Cn → 0, расщепляющуюся на каждом
n. Применение функтора T приводит к точной последовательности ком-
плексов. Соответствующая длинная точная последовательность дает ∂-
функтор. Поскольку инъективный объект имеет резольвенту состоящую
из единственного ненулевого объекта, то полученный ∂-функтор будет
стирающим. Согласно Гротендику [4], он будет универсальным. 2

1.6 Ациклические объекты
Объект A ∈ A называется T -ациклическим, если значения RnT (A) пра-
вых производных функторов на нем равны 0, для всех n > 0. Следующая
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лемма является частным случаем утверждения [4, Лемма 3.3.1].

Лемма 1.6.1 Пусть A – абелева категория с достаточным числом
инъективных объектов, T : A → B – аддитивный и точный слева
функтор в абелеву категорию. Если класс объектов S из A , удовле-
творяет следующим трем условиям

1. для каждого A ∈ S существует мономорфизм A ↣ S в некото-
рый объект S ∈ S ;

2. если объект A изоморфен прямому слагаемому некоторого объекта
из S , то A ∈ S ;

3. для всякой точной последовательности 0 → S ′ → S → S ′′ → 0
принадлежность объектов S ′ ∈ S и S ∈ S влечет принадлеж-
ность S ′′ ∈ S и точность последовательности 0 → T (S ′) →
T (S)→ T (S ′′)→ 0

то во-первых, каждый инъективный объект из A принадлежит S , и
во-вторых каждый объект из S является T -ациклическим.

Доказателство см. [4, Лемма 3.1.1]. 2

В этом случае значения RnT (A) можно вычислять с помощью произ-
вольной T -ациклической резольвенты объекта A:

Предложение 1.6.2 В условиях леммы 1.6.1 объекты RnT (A) изоморф-
ны объектам когомологий комплекса

0→ T (A0)→ T (A1)→ T (A2)→ · · ·

полученного применением функтора T к резольвенте объекта A, состо-
ящей из An ∈ S .

Доказательство. Разложим резольвенту в композицию точных после-
довательностей

0→ Kn−2 → An−1 → Kn−1 → 0, n ⩾ 1,

где K−1 = A.

A0

!! !!D
DD

D
∂0

// A1

## ##H
HH

HH
H

// · · · // An−1

%% %%KK
KKK

∂n−1
// An

A
>>

>>}}}}}
K0

==
==zzzz

· · ·
99

99sssssss
Kn−1

::
::vvvvv
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Функтор T переводит мономорфизмы в мономорфизмы, откуда приме-
нение функтора T к этой диаграмме дает диаграмму

TA0

$$ $$JJ
JJJ

d0 // TA1

&& &&MM
MMM

MM
// · · · // TAn−1

'' ''OO
OOO

O
dn−1

// TAn

TA

;;
;;vvvvv

TK0

::
::ttttt

· · ·
77

77oooooooo
TKn−1

88
88rrrrr

Объекты TAn определены для всех целых n, но при n < 0 они равны ну-
лю. Поскольку T точен слева, то TKn−1 = Ker dn. Согласно определению
объекта когомологий Hn(TA∗) имеет место точная последовательность

0→ Im dn−1 → TKn−1 → Hn(TA∗)→ 0

Отсюда легко получить точную последовательность

TAn−1 → TKn−1 → Hn(TA∗)→ 0.

С другой стороны, поскольку производные составляют точный ∂-функтор
и R1TAn−1 = 0, то точна последовательность

0→ TKn−2 → TAn−1 → TKn−1 → R1TKn−2 → 0

и RkTKn−1 ∼= Rk+1TKn−2 при k ⩾ 1. Отсюда получаем

Hn(TA∗) ∼= R1TKn−2 ∼= R2TKn−3 ∼= · · · ∼= RnTK−1 = RnTA .

2
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Глава 2

Категория проективных систем
абелевых групп

Проективной системой абелевых групп называется функтор Jop → Ab.
Пусть AbJop – категория проективных систем, морфизмами между кото-
рыми являются естественные преобразования, при фиксированном ча-
стично упорядоченным множестве J .

2.1 Инъективные объекты в категории про-
ективных систем

Предложение 2.1.1 Для всякого частично упорядоченного множества
J категория проективных систем AbJop абелева и удовлетворяет акси-
омам (AB1-AB5).

Забывающий функтор O : AbJop → Ab|J| обладает правым сопряжен-
ным R : Ab|J| → AbJop .

Напомним, что в категории абелевых групп инъективными объектами
являются в точности делимые абелевы группы. Каждая абелева группа
допускает вложение в делимую.

Предложение 2.1.2 Категория AbJop имеет достаточное число инъ-
ективных объектов.

Доказательство. Пусть A – проективная система. Для каждого j ∈ J
существуют вложения A(j)→ Ij в инъективные объекты категории абе-
левых групп. Это определяет мономорфизм семейств абелевых групп

15
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O(A)→ I. Применим функтор R к этому мономорфизму. Как сопряжен-
ный справа к точному функтору функтор R переводит инъективные объ-
екты в инъективные. Композиция мономорфизмов A ↣ RO(A) ↣ R(I)
будет искомым мономорфизмом. 2

2.2 Правые сателлиты функтора предела
Из предложения 2.1.2 вытекает, что каждый объект категории AbJop до-
пускает инъективную резольвенту.

Лемма 2.2.1 Функтор lim←−Jop
: AbJop → Ab точен слева.

Доказательство. Функтор предела сопряжен справа к диагонально-
му функтору. Отсюда следует, что он перестановочен с пределами и, в
частности, он ядра переводит в ядра. 2

Стало быть, определены правые производные Rn lim←−Jop
функтора пре-

дела. Обозначим их через

lim←−
n

Jop
: AbJop → Ab .

2.3 Вялые проективные системы
Пусть J – частично упорядоченное множество. Предел lim←−Jop

A ⊆
∏
j∈J

A(j)

проективной системы A : Jop → Ab состоит из таких семейств {xj}j∈J ,
что A(j ⩾ i)(xj) = xi. Эти семейства называются нитями в A над J .

Функтор lim←−Jop
: AbJop → Ab аддитивен и точен слева, как сопряжен-

ный слева к диагонали ∆Jop : Ab→ AbJop .
Подмножество U ⊆ J называется открытым, если для каждого i ∈ U

оно содержит все j ∈ J , для которых i ⩾ j.

Предложение 2.3.1 Для произвольного частично упорядоченного мно-
жества J множество открытых подмножеств составляют тополо-
гию на J .

Пусть A : Jop → Ab – проективная система абелевых групп. Для
любого открытого U ⊂ J определен гомоморфизм ограничения ρAJ U :
lim←−Jop

A→ lim←−A|U , который сопоставляет каждой нити a = {ai}i∈J нить
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a|U = {ai}i∈U над U . Если для каждого открытого U ⊆ J гомоморфизм
ρAJ U : lim←−Jop

A→ lim←−A|U сюръективен, то проективная система A : Jop →
Ab называется вялой.

Пусть Π = R ◦ O – композиция функторов O : AbJop → Ab|J| и R :
Ab|J| → AbJop .

Лемма 2.3.2 Для любой A ∈ AbJop проективная система ΠA вялая.

Доказательство. ΠA(i) =
∏
i⩾i0

A(i0), и lim←−ΠA|U =
∏
i0∈U

A(i0). 2

Предложение 2.3.3 Для любой A ∈ AbJop существует вложение в
вялую проективную систему.

Доказательство. Пусть ΠA(i) =
∏
i⩾i0

A(i0). Вложения A(i) ⊆
∏
i⩾i0

A(i0)

определяют мономорфизм A ↣ ΠA. 2

Лемма 2.3.4 Пусть f : A → B – ретракция проективных систем.
Если A – вялая, то B – вялая.

Доказательство. Легко видеть, что для произвольного естественно-
го преобразования A → B между проективными преобразованиями и
открытого подмножества U ⊆ J коммутативна диаграмма

lim←−Jop
A

ρAJ U

��

// lim←−Jop
B

ρBJ U

��
lim←−A|U // lim←−B|U

Если в этой диаграмме морфизм ρAJ U и нижний горизонтальный мор-
физм – эпиморфизмы, то и морфизм ρBJ U будет эпиморфизмом. Посколь-
ку A|U → B|U – ретракция, то применение аддитивного функтора lim←−
приводит к ретракции lim←−A|U → lim←−B|U . Стало быть, эти условия вы-
полнены. 2

Следствие 2.3.5 Если F – инъективный объект категории AbJop, то
F – вялая проективная система.
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Доказательство. По предложению 2.3.3 существует вложение F в вя-
лую проективную систему ΠF . Поскольку F – инъективный объект, то
существует левый обратный морфизм π : ΠF → F к этому вложению.
Следовательно, по лемме 2.3.4, F является вялой. 2

Лемма 2.3.6 Если A ∈ AbJop – вялая, то для всякого открытого U ⊆ J
ограничение A|U ∈ AbUop является вялой проективной системой.

Следующее утверждение можно получить как следствие одного из
свойств вялых пучков [3, Теорема 3.1.2]. Соответствующий морфизму

проективных систем A
f→ B гомоморфизм lim←−Jop

A
lim←−Jop

f

→ lim←−Jop
B дей-

ствует как сопоставляющий каждой нити {ai}i∈J нить {fi(ai)}i∈J .

Теорема 2.3.7 Если в точной последовательности 0→ A
f→ B

g→ C →
0 в категории AbJop проективная система A вялая, то для каждого
открытого U ⊆ J точна последоательность

0→ lim←−A|U
lim←− f |U
→ lim←−B|U

lim←− g|U
→ lim←−C|U → 0

Доказательство. Можно считать без ограничения общности, что U =
J . Пусть s ∈ lim←−Jop

C – нить. Докажем, что она является образом неко-
торой нити t ∈ lim←−Jop

B. С этой целью рассмотрим множество пар (x, U),
состоящих из таких открытых U ⊆ J и x ∈ lim←−B|U , что lim←− g|U(x) =

s|U ∈ lim←−C|U . Упорядочим множество пар отношением (x, U) ⩽ (y, V )

если U ⊆ V и y|U = x. В полученном частично упорядоченном мно-
жестве каждая цепь ограничена сверху, стало быть по лемме Цорна су-
ществует некоторый максимальный элемент, обозначим его через (U, t).
Если J \ U ̸= ∅, то возьмем любой i ∈ J \ U . В силу сюръективности
gi : B(i)→ C(i) мы можем построить пару (t′,Λi), где Λi = {j ∈ J : i ⩾ j}
и t′j = B(i ⩾ j)(t′i), переходящую в нить s|Λi

∈ lim←−C|Λi
. Поскольку об-

разы нитей t и t′ совпадают на U ∩ Λi, то ограничение их разности на
U ∩Λi принадлежит lim←−A|U∩Λi

. Пользуясь вялостью проективной систе-
мы A мы можем построить такую нить r над Λi, что

r|U∩λi
= t|U∩Λi

− t′|U∩Λi
.



2.3. Вялые проективные системы 19

Положим t′′ = t′ + r ∈ lim←−B|Λi
. Поскольку t′′|Λi∩U = t′|Λi∩U + r|Λi∩U=

t|Λi∩U , то семейство элементов

τk =

{
t′′k , при k ∈ Λi,
tk, , при k ∈ U

является нитью τ над U ∪ Λi. Эта нить является продолжением нити t,
стало быть (τ, U ∪ Λi) ⩾ (t, U). Это противоречит максимальности пары
(t, U). Следовательно, U = J . 2

Замечание 2.3.1 Можно ослабить условие вялости проективной си-
стемы A. Достаточно было предположить, что для любого i ∈ J и для
всякого открытого U ⊆ Λi гомоморфизмы ограничения A(i) → lim←−A|U
сюръективны.

Следствие 2.3.8 Если в точной последовательности 0 → A → B →
C → 0 проективные системы A и B вялые, то C – вялая.

Доказательство. Для любого открытого U имеет место коммутатив-
ная диаграмма

0 // lim←−Jop
A

��

// lim←−Jop
B

��

// lim←−Jop
C

��

// 0

0 // lim←−A|U // lim←−B|U // lim←−C|U // 0

Поскольку lim←−Jop
B → lim←−B|U и lim←−B|U → lim←−C|U эпиморфизмы, то

lim←−Jop
C → lim←−C|U – эпиморфизм. 2

Теорема 2.3.9 Если F : Jop → Ab – вялая проективная система, то
lim←−

n F = 0 для всех n > 0.

Доказательство. Воспользуемся леммой 1.6.1. Мы рассматриваем функ-
тор между абелевыми категориями lim←− : AbJop → Ab и класс вялых
проективных систем. Первое условие леммы 1.6.1 выполнено по пред-
ложению 2.3.3. Второе – из леммы 2.3.4. Третье условие выполнено по
теореме 2.3.7 и следствию 2.3.8. 2

Рассмотрим комплекс C∗(Jop, A), состоящий из абелевых групп
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Cn(Jop, A) =
∏

j0⩾···⩾jn

A(jn), n ⩾ 0,

и гомоморфизмов

δnφ(j0 ⩾ j1 ⩾ · · · ⩾ jn+1) =
n∑

k=0

φ(j0 ⩾ j1 ⩾ · · · ⩾ ĵk ⩾ · · · ⩾ jn+1)

+ (−1)n+1φ(j0 ⩾ j1 ⩾ · · · ⩾ jn)

Положим Cn(Jop, A) = 0 для всех n < 0. Легко проверяется, что δn+1 ◦
δn = 0, для всех n ∈ Z. Определим n-й объект когомологий частично
упорядоченного множества J как Hn(C∗(Jop, A)).

Следствие 2.3.10 Для любой проективной системы A над J группы
lim←−

n A изоморфны группам когомологий комплекса (Cn(Jop, A), dn).

Доказательство. Применим функтор предела к резольвенте ΠnA, со-
стоящей из проективных систем ΠnA(i) =

∏
i⩾j0⩾···⩾jn

A(jn). Получим ком-

плекс Cn(Jop, A). Доказываемое утверждение следует из предложения
1.6.2 о том, что производные функтора можно вычислять с помощью
произвольной ациклической резольвенты. 2



Глава 3

Когомологии направленных
множеств

В этой части I будет обозначать направленное множество.

3.1 Конфинальные подмножества
Подмножество X ⊆ I направленного множества называется конфиналь-
ным, если для каждого j ∈ J существует такой x ∈ X, что x ⩾ j. Ясно,
что в этом случае множество X, упорядоченное отношением порядка за-
данном на I, будет направленным.

Лемма 3.1.1 Если X ⊂ I – конфинальное подмножество, то для лю-
бой проективной системы A : Iop → гомоморфизмы lim←−

n

Iop
A→ lim←−

n A|X
являются изоморфизмами для всех n ⩾ 0.

3.2 Слабо вялые проективные системы
Мы видели, что вялые проективные системы ациклические.

Определение 3.2.1 Проективная система F : Iop → Ab слабо вя-
лая, если для любого направленного подмножества J ⊆ I естественное
отображение lim←−Iop

F → lim←−F |J сюръективно.

Цель этого пункта – доказать lim←−-ацикличность слабо вялых проектив-
ных систем.

21
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Лемма 3.2.1 F : Iop → Ab слабо вяла тогда и только тогда, когда ρI U :
lim←−Iop

F → lim←−F |U эпиморфизм для каждого открытого направленного
подмножества U ⊆ I.

Доказательство. Если F – слабо вяла, то ρI U – сюръективны для
открытых направленных U . Это очевидно. Докажем обратную имплика-
цию. Пусть J ⊆ I – направленное. Возьмем наименьшее открытое U ⊇ J .
Тогда U = ∪j∈JΛj. Отображение lim←−F |U → lim←−F |J – изоморфизм, ибо
каждую нить над J можно единственным образом продолжить на U . 2

Предложение 3.2.2 Пусть 0→ A
f→ B

g→ C → 0 – точная последова-
тельность в AbIop. Если A – слабо вялая, то точна последовательность

0→ lim←−Iop
A

lim←−Iop
f

−→ lim←−Iop
B

lim←−Iop
g

−→ lim←−Iop
C → 0

Доказательство. Для доказательства сюръективности гомоморфиз-
ма lim←− g недостаточно леммы Цорна. Будем доказывать это с помощью
индукции по |I|. Нам понадобится лемма 1.2.2, согласно которой суще-
ствует такое семейство направленных множеств Iµ ⊆ I, µ ∈ ℵ = |I|, что
Iµ ⩽ Iν при µ < ν, |Iµ| < |I| для всех µ ∈ ℵ и

∪
µ∈ℵ

Iµ = I.

Поскольку |Iµ| < ℵ, то по предположению индукции lim←− g|Iµ – сюръ-
ективны для всех µ ∈ ℵ.

Рассмотрим произвольную нить s ∈ lim←−Iop
C. Для всякого µ ∈ ℵ огра-

ничение s|Iµ имеет прообраз в lim←−B|Iµ . Рассмотрим множество пар (t, Iµ),
где µ ⩽ ℵ, которые являются проорбазами s|Iµ . Упорядочим отношением
(t, Iµ) ⩽ (t′, Iµ′) если Iµ′ ⩾ Iµ и t′|Iµ = t. Получим частично упорядочен-
ное множество, в котором каждая цепь ограничена сверху. Пусть (t, Iµ)
– максимальный элемент.

0 // lim←−A|Iµ+1

��

lim←− f |Iµ+1 // lim←−B|Iµ+1

��

lim←− g|Iµ+1 // lim←−C|Iµ+1

��

// 0

0 // lim←−A|Iµ
lim←− f |Iµ // lim←−B|Iµ

lim←− g|Iµ // lim←−C|Iµ // 0

Рассмотрим нить t′ ∈ lim←−B|Iµ+1 , для которой lim←− f |Iµ+1(t
′) = s|Iµ+1 . Тогда

t − t′|Iµ ∈ lim←−A|Iµ . Поскольку A – вялая, то можно взять такой элемент
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r ∈ lim←−A|Iµ+1 , что r|Iµ = t − t′|Iµ . Сумма t′ + lim←− f |Iµ+1(r) будет нитью,
продолжающей нить t, ибо ее ограничение на Iµ будет равно t′|Iµ + (t −
t′|Iµ). Это противоречит максимальности пары (t, Iµ). Следовательно µ =
ℵ, и максимальная пара равна (t, I). 2

Точно так же как следствие 2.3.8 доказывается

Следствие 3.2.3 Если в точной последовательности 0 → A → B →
C → 0 проективные системы A и B слабо вялые, то C – слабо вялая.

Теорема 3.2.4 Если A : Iop → Ab – слабо вялая проективная система,
то lim←−

n

Iop
A = 0, ∀n ⩾ 1.

Доказательство. Проверим условия леммы 1.6.1, для функтора меж-
ду абелевыми категориями lim←− : AbJop → Ab и класса слабо вялых про-
ективных систем. Поскольку вялая проективная система будет слабо вя-
лой, то первое условие леммы 1.6.1 вытекает из предложения 2.3.3. Вто-
рое доказывается аналогичного лемме 2.3.4. Третье условие выполнено
по предложению 3.2.2 и следствию 3.2.3. 2

Следствие 3.2.5 Для произвольного направленного множества I про-
изводные функторы lim←−

n

Iop
можно вычислять с помощью слабо вялых

резольвент.

3.3 Верхняя оценка когомологической размер-
ности направленных множеств мощности
ℵn

Когомологической размерностью называется точная верхняя грань чи-
сел n, для которых lim←−

n

Iop
̸= 0. В частности, если I = ∅, то lim←−Iop

A –
терминальный объект в Ab. Отсюда c.d.∅ = −1.

Теорема 3.3.1 (Гобло) [8] Пусть I – направленное множество мощ-
ности |I| ⩽ ℵn. Тогда c.d.Iop ⩽ n+ 1.

Доказательство. Рассмотрим произвольную слабо вялую резольвенту

0→ A→ F 0 → · · · → F i → F i+1 → · · ·
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Разложим ее в произведение коротких точных последовательностей

0 → A → F 0 → X1 → 0
0 → X1 → F 1 → X2 → 0

· · ·
0 → Xk−1 → F k−1 → Xk → 0

· · ·

и применим к ним ∂-функтор lim←−
k

Iop
. Соответствующие длинные точные

последовательности приводят к точной последовательности

0→ lim←−Iop
Xk−1 → lim←−Iop

F k−1 → lim←−Iop
Xk → lim←−

1

Iop
Xk−1 → 0

и изоморфизмам lim←−
k

Iop
A ∼= lim←−

k−1
Iop

X1 ∼= · · · ∼= lim←−
1

Iop
Xk−1.

Следовательно lim←−
k A = 0 тогда и только тогда, когда гомоморфизмы

lim←−F k−1 → lim←−Xk сюръективны.
С помощью индукции по n докажем, что lim←−

k

Iop
A = 0 для всех k ⩾

n+ 2. Пусть это верно при |I| ⩽ ℵn−1. Докажем для |I| = ℵn.
По лемме 1.2.2 в этом случае I равно объединению такого семейства

направленных подмножеств {Iµ}µ∈ℵn , что

• Iµ ⊆ Iν для всех µ < ν

•
∪
µ<ν

Iµ = Iν , для всякого предельного ординала ν < ℵn

• |Iµ| < ℵn для всех µ ∈ ℵn

Пусть k ⩾ n + 2. Нам нужно доказать точность верхней последователь-
ности в диаграмме

0 // lim←−Iop
Xk−1 //

��

lim←−Iop
F k−1 //

��

lim←−Iop
Xk //

��

0

0 // lim←−Xk−1|Iµ // lim←−F k−1|Iµ // lim←−Xk|Iµ // 0

(3.1)

Нижняя последовательность точна. Для всех µ ∈ ℵn верно |Iµ| ⩽ ℵn−1.
Поэтому, согласно предположению индукции, из-за выполнения неравен-
ства k − 1 ⩾ (n − 1) + 2, при µ < ν < ℵn точны последовательности
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диаграммы

0 // lim←−Xk−2|Iν //

��

lim←−F k−2|Iν //

��

lim←−Xk−1|Iν //

��

0

0 // lim←−Xk−2|Iµ // lim←−F k−2|Iµ // lim←−Xk−1|Iµ // 0

откуда следует сюръективность гомоморфизма lim←−Xk−1|Iν // lim←−Xk−1|Iµ .
Для доказательства точности верхней последовательности в диаграм-

ме (3.1) рассмотрим произвольный s ∈ lim←−Iop
Xk и множество пар (t, µ),

упорядоченных отношением

(t, µ) ⩽ (t′, ν)⇔ Iµ ⊆ Iν и t′|Iµ = t.

Поскольку каждое линейно упорядоченное подмножество этого множе-
ства пар ограничено сверху, то во множестве пар найдется некоторый
максимальный элемент (t, µ). Для любого ν > µ, ν ∈ ℵn, существует
такой t′ ∈ lim←−F k−1|Iν , что образ t′ в lim←−Xk|Iν равен s|Iν . Но его огра-
ничение на Iµ может не совпадать с t. Тем не менее, разность t − t′|Iµ
принадлежит lim←−Xk−1|Iµ . Пусть r – пробраз этой разности в lim←−Xk−1|Iν .
Тогда (r + t′)| = t влечет неравенство (t, µ) < (r + t′, ν), противореча-
щее максимальности (t, µ). Следовательно, существует прообраз нити s
принадлежащий lim←−Iop

F k−1. Получаем lim←−
k

Iop
A = 0 при k ⩾ n+ 2. 2
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Глава 4

Кольца с несколькими
объектами

Данная часть посвящена теореме Митчела о когомологической размерно-
сти направленных множеств. Ее доказательство состоит из двух частей,
первая из которых была опубликована в [12], а вторая – в [13]. Глав-
ная идея Митчела состоит в обобщении гомологической теории колец на
предаддитивные категории.

4.1 Предаддитивные категории

Пусть C – малая предаддитивная категория. Это означает, что для лю-
бых ее объектов A и B множество C (A,B) наделено структурой абе-
левой группы Hom(A,B), относительной которой отображения C (α, β)
являются гомоморфизмами.

Пусть C A = HomC (A,−) : C → Ab - функторы морфизмов. Имеет
место аддитивная лемма Ионеды

Лемма 4.1.1 Существуют естественные изоморфизмы

HomAdd(C ,Ab)(C
A,M)

∼=→M(A)

Доказательство. С помощью отображения

(C A α→M) 7→ αA(1A) ∈M(A).

27
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Обратное отображение каждому x ∈ M(A) ставит в соответствие есте-
ственное преобразование x̃ : C A →M определенное как x̃B(f) = M(f)(x).
2

Для каждого x ∈M(A) объект A обознаяается через |x|.
Семейство элементов xi ∈M(|xi|), i ∈ J , (или морфизмов C |xi| x̃i→M)

называется семейством образующих, если соответствующее естественное
преобразование ⊕

i∈J

C |xi| →M , (4.1)

является эпиморфизмом. Это семейство называется базисом, если мор-
физм (4.1) – изоморфизм. Если существует базис, то функтор M назы-
вается свободным. Порожденный одним элементом функтор называет-
ся циклическим, конечным числом элементов – конечно-порожденным.
Конечно-представимый функтор является коядром морфизма свобод-
ных конечно-порожденных функторов. Согласно Бурбаки [2, Глава 1, §2,
упр. 10, стр. 46-47], всякий функтор M ∈ Add(C ,Ab) – прямой предел
конечно-представимых.

4.2 Теорема Капланского
Эта часть посвящена теореме Капланского о том, что всякий проектив-
ный модуль изоморфен прямой сумме счетно порожденных. Она была
получена в работе [10]. На русском языке доказательство имеется в кни-
ге Каша [5, Гл. 13].

Рассмотрим малую предаддитивную категорию C . Под C -модулями,
или просто модулями, мы будем подразумевать аддитивные функторы
C → Ab.

Лемма 4.2.1 Для произвольных модулей A, B и подмодуля D ⊆ A⊕B
существование подмодулей A1 ⊆ A и B1 ⊆ B, прямая сумма которых
A1 ⊕B1 равна D, равносильно выполнению равенства

D = (A ∩D)⊕ (B ∩D) . (4.2)

Доказательство. Если (4.2) выполнено, то полагая A1 = A ∩D, B1 =
B ∩D, получим A1 ⊕ B1 = D. Наоборот, если D = A1 ⊕ B1, то A ∩D ⊆
A ⊕ B состоит из элементов a + b, для которых a + b ∈ A = A ⊕ 0 и
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a+ b ∈ D = A1 ⊕B1, откуда b = 0 и a ∈ A1. Следовательно, A ∩D = A1.
Аналогично B ∩D = B1. Это влечет равенство (4.2). 2

Предложение 4.2.2 Пусть A и B – модули, для которых существует
семейство таких счетно порожденных модулей {Mj}j∈J , что A⊕B =⊕
j∈J

Mj. Тогда для любых подмножества H ⊄
=
J и подмодулей AH ⊆ A и

BH ⊆ B, прямая сумма которых AH ⊕ BH равна
⊕
j∈H

Mj, существуют

подмножество I ⊆ J , I ̸= H, и подмодули AI ⊇ AH и BI ⊇ BH :

A⊕B =
⊕
j∈J

Mj

AI ⊕BI

⊆

OO�
�
�
�

=
⊕
j∈I

Mj

⊆
OO�
�
�

AH ⊕BH

⊂

OO�
�
�
�

=
⊕
j∈H

Mj

⊂
OO�
�
�

такие, что AI = AH ⊕ C для некоторого счетно порожденного модуля
C.

Доказательство. Идея стандартна. Для того, чтобы найти D, удовле-
творяющий равенству (4.2), берется возрастающая по включению после-
довательность подмодулей Dn+1 ⊃ (A ∩Dn)⊕ (B ∪Dn). Ее объединение
будет удовлетворять уравнению (4.2).

Пусть α : A ⊕ B → A ⊕ B и β : A ⊕ B → A ⊕ B – канонические
морфизмы прямой суммы, α + β = 1A⊕B. Возьмем произвольный i0 ∈
J \H. Положим I0 = {i0}. Поскольку Mi0 счетно порожден, то его образы
α(Mi0) и β(Mi0) – счетно порждены. Поэтому для некоторого счетного
I1 ⊆ J будут иметь место включения

Mi0 ⊆ α(Mi0) + β(Mi0) ⊆
⊕
j∈I1

Mj

Поскольку каждый Mj счетно порожден, то
⊕
j∈I1

Mj – счетно порожден.

Значит существует счетное I2 ⊆ J , для которого⊕
j∈I1

Mj ⊆ α(
⊕
j∈I1

Mj) + β(
⊕
j∈I1

Mj) ⊆
⊕
j∈I2

Mj



30 Глава 4. Кольца с несколькими объектами

Продолжая этот процесс, получаем последовательность счетных мно-
жеств In, для которых⊕

j∈In

Mj ⊆ α(
⊕
j∈In

Mj) + β(
⊕
j∈In

Mj) ⊆
⊕

j∈In+1

Mj

Так как α(
⊕
j∈In

Mj) ⊆ A и β(
⊕
j∈In

Mj) ⊆ B, то отсюда следует α(
⊕
j∈In

Mj) ⊆

A ∩
⊕

j∈In+1

Mj и β(
⊕
j∈In

Mj) ⊆ B ∩
⊕

j∈In+1

Mj. Получаем включения

⊕
j∈In

Mj ⊆ A ∩
⊕

j∈In+1

Mj +B ∩
⊕

j∈In+1

Mj ⊆
⊕

j∈In+1

Mj . (4.3)

Обозначим L =
∞∪
i=0

In. Множества L и L\H счетны. Положим I = H ∪L.

Пусть

W = AH ⊕BH , V =
⊕

j∈L\H

Mj , W =
⊕
j∈I

Mj = U ⊕ V .

Докажем W = (A ∩W )⊕ (B ∩W ). Включение (A ∩W )⊕ (B ∩W ) ⊆ W
очевидно. Для доказательства обратного включения покажем, что для
каждого j ∈ I верно включение Mj ⊆ (A∩W )⊕ (B ∩W ). Для j ∈ H это
вытекает из предположения. Если j ∈ L ⊆ H, то j ∈ In для некоторого
n ∈ N. В этом случае это включение имеет место согласно формуле (4.3).
Из равенств

W = U ⊕ V = (A ∩ U)⊕ (B ∩ U)⊕ V

и закона модулярности следует A∩W = (A∩U)⊕C, B∩W = (B∩U)⊕D,
где

C = ((B ∩ U)⊕ V ) ∩ A, D = ((A ∩ U)⊕ V ) ∩ V .

Отсюда получаем

W = (A ∩W )⊕ (B ∩W ) = (A ∩ U)⊕ (B ∩ U)⊕ C ⊕D = U ⊕ C ⊕D .

Поскольку W = U ⊕V , то отсюда следует, что V ∼= W/U ∼= C⊕D. Стало
быть, C – счетно порожденный модуль, как эпиморфный образ счетно
порожденного модуля V . 2
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Предложение 4.2.3 Если A⊕ B =
⊕
j∈J

Mj – прямая сумма счетно по-

рожденных модулей Mj, то модули A и B – прямые суммы счетно
порожденных модулей.

Доказательство. Достаточно доказать, что в этом случае A будет пря-
мой суммой счетно порожденных модулей. С помощью леммы Цорна.
Пусть {Aλ}λ∈Λ – множество всех счетно порожденных подмодулей моду-
ля A. Рассмотрим множество пар

P = {(H,Γ) : H ⊆ J & Γ ⊆ Λ & AH ⊕BH =
⊕
j∈H

Mj & AH =
⊕
λ∈Γ

Aλ}

упорядоченных отношением (H1,Γ1) ⩽ (H2,Γ2) ⇔ H1 ⊆ H2 & Γ1 ⊆
Γ2. Любое линейно упорядоченное подмножество (Hi,Γi) этого частично
упорядоченного множества пар будет ограничено парой (

∪
i

Hi,
∪
i

Γi). По

лемме Цорна оно имеет некоторый максимальный элемент (H,Γ). Со-
гласно предложению 4.2.2, в случае H ̸= J существует такой I ⊃ H, что⊕
j∈I

Mi = AI⊕BI и AI = AH⊕C. В этом случае, полагая Γ′ = Γ∪{C}, по-

лучим пару (I,Γ′) > (H,Γ). А это противоречит максимальности (H,Γ).
2

Теорема 4.2.4 (Капланский) Каждый проективный объект в кате-
гории Add(C ,Ab) равен копроизведению счетно порожденных функто-
ров.

Доказательство. Вытекает из только что доказанного предложения.
Пусть A – проективный модуль. Рассмотрим произвольный эпиморфизм⊕
i∈I

C |xi| → A. Он расщепляется и приводит к разложению в прямую сум-

му A⊕B =
⊕
i∈I

C |xi|, для некоторого B. Из доказанного выше предложе-

ния следует, что A будет счетно порожденным. 2

4.3 Направленные функторы

Вводятся направленные функторы
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Определение 4.3.1 Пусть C – предаддитивная категория, M : C →
Ab – аддитивный функтор. Он называется направленным, если суще-
ствует такое множество M ′ элементов x ∈

⨿
c∈ObC

M(c), что

1. Естественное преобразование
⊕

x∈M ′ C |x|
{x̃}x∈M′→ M является эпи-

морфизмом (M ′ порождает M)

2. ∀x ∈ M ′ естественное преобразование x̃ : C |x| → M является
мономорфизмом

3. отношение порядка x ⩽ y если существует коммутативный тре-
угольник

C |x| x̃ //

x⩽y ""E
EE

EE
EE

E M

C |y|
ỹ

=={{{{{{{{

превращает M ′ в направленное множество.

В этом случае M ′ называется множеством свободных образующих.

Поскольку M ′ состоит из мономорфизмов, то полная подкатегория кате-
гории C op/M имеющая класс объектов M ′, будет частично упорядочен-
ным множеством. Максимальное M ′ с этими свойствами состоит из всех
мономорфизмов C A →M .

Пример 4.3.2 C = RIop, M = ∆IopR, M ′ состоит из единиц 1 ∈ ∆IopR(j) =
R, заданных для каждого j ∈ I.

Лемма 4.3.1 Если M ∈ Add(C , Ab) имеет множество свободных обра-
зующих, то M ∼= lim−→

M ′{C |x|}x∈M ′.

Доказательство. Поскольку Add(C , Ab) - категория с точными на-
правленными копределами, то морфизм построенный с помощью свой-
ства универсальности копредела ν : lim−→

M ′{C |x|}x∈M ′ → M является мо-
номорфизмом. Он делает коммутативной диаграмму⊕

x∈M ′ C |x|
{x̃} //

{λx} ((PP
PPP

PPP
PPP

P
M

lim−→
M ′{C |x|}x∈M ′

ν

88rrrrrrrrrrrr
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где λx : C |x| → lim−→
M ′{C |x|}x∈M ′ – конус морфизмов копредела. Поскольку

верхний морфизм является эпиморфизмом, то ν – эпиморфизм. Следо-
вательно, ν – изоморфизм. 2

4.4 Когомологическая размерность направ-
ленных множеств конфинальности ℵn

До конца этой части M будет обозначать направленный функтор с мно-
жеством свободных образующих M ′. Это накладывает некоторое ограни-
чение на функтор M , хотя с другой стороны нет дополнительных пред-
положений о предаддитивной категории C . Мы зафиксируем отображе-
ние u : M ′ ×M ′ → M ′, удовлетворяющее для всех x, y ∈ M ′ неравен-
ствам u(x, y) ⩾ x и u(x, y) ⩾ y. Подмножество X ⊆ M ′ называется u-
замкнутым, если u(X × X) ⊆ X. Каждое подмножество X ⊆ M ′ имеет
наименьшее содержащее его u-замкнутое подмножество cl(X). Полагая

X0 = X и Xn+1 = Xn ∪ u(Xn ×Xn), мы получим cl(X) =
∞∪
n=0

Xn. Если X

бесконечно, то | cl(X)| = |X|. Если X – u-замкнуто, то подфунктор из M
порожденный множеством X будет направленным.

Пусть X ⊆ M ′ – произвольное подмножество. Рассмотрим последо-
вательность функторов

Pn(X) =
⊕

x0⩾···⩾xn, xi∈X

C |xn|

Положим P−1(X) ⊆M – подфунктор, порожденный X. Определим мор-
физмы dn : Pn(X)→ Pn−1(X) как естественные по c ∈ C гомоморфизмы,
определенные на α ∈ C (|xn|, c)

(dn)c([x0 ⩾ · · · ⩾ xn], α) =
n−1∑
i=0

(−1)i([x0 ⩾ · · · ⩾ x̂i ⩾ · · · ⩾ xn], α)

+ (−1)n([x0 ⩾ · · · ⩾ xn−1], α ◦ (|xn−1| → |xn|))

Гомологии этого комплекса равны lim−→
X

n
{C |x|}.

Лемма 4.4.1 Если X ⊆M ′ направленное множество, то точна после-
довательность

0← P−1X
d0← P0X

d1← P1X
d2← · · ·
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Предложение 4.4.2 Если |M ′| ⩽ ℵn, то p.d.M ⩽ n+ 1.

Доказательство. Extk(M,G) ∼= lim←−
k

M ′ G(j) = 0, при k ⩾ n+ 2. 2

Пусть ξ ∈ Pn(M
′)(c) =

⊕
x0⩾···⩾xn

C |xn|(c). Тогда существует конечное

множество наборов xk
0 ⩾ · · · ⩾ xk

n, слагаемые при которых вносят нену-
левой вклад в ξ. Мы будем говорить, что элементы xk

t появляются в ξ.
Положим

a(S) = {x ∈M ′ : x появляется в некотором ξ ∈ S}.

Если S бесконечно, то |a(S)| ⩽ |S|.

Лемма 4.4.3 Предположим, что p.d.M ⩽ k, где k > 0. И пусть M
не содержит порождающих его подмножеств мощности ⩽ ℵn. Тогда
существует такое u-замкнутое подмножество X ⊆M ′, что

1. |X| = ℵn

2. нет подмножеств мощностей < ℵn порождающих P−1(X)

3. dk(Pk(X)) является ретрактом dk(Pk(M
′))

Доказательство. С помощью теоремы Капланского. Рассмотрим ком-
мутативную диаграмму, связанную с вложением произвольного направ-
ленного подмножества X ⊂M ′

Pk(M
′)

&& &&NN
NNN

NNN
NNN

dk // Pk−1(M
′)

dk(Pk(M
′))
77

77ooooooooooo

Pk(X)
OO

OO

&& &&NN
NNN

NNN
NNN

dk // Pk−1(X)
OO

OO

dk(Pk(X))
OO

OO

77

77ooooooooooo

Поскольку p.d.M ⩽ k, то модуль dk(Pk(M
′)) проективен. По теореме

Капланского существует такое семейство {Qi}i∈I счетно порожденных
модулей, что

dk(Pk(M
′)) =

⊕
i∈I

Qi .
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Для любого подмодуля N ⊆ dk(Pk(M
′)) обозначим

N † =
⊕
i∈J

Qi ,

где J – минимальное, для которого N ⊆
⊕
i∈J

Qi . Заметим, что если N

порожден бесконечным множеством N ′, то N † порожден множеством не
большей мощности, ибо каждый элемент из N ′ появляется не более, чем
в конечном числе модулей Qi, и Qi – счетно порождены.

Теперь для каждого ординала α < ℵn построим u-замкнутое подмно-
жество Xα. С этой целью возьмем X0 = ∅. Если α – предельный ординал,
то положим

Xα =
∪
β<α

Xβ .

Заметим, что |Xα| ⩽ ℵn влечет |Xβ| ⩽ ℵn для всех β < α. Предполагая,
что |Xα| ⩽ ℵn определим

Xα+1 = cl(Xα ∪ {x} ∪ a(R[dk(Pk(Xα))]
†)),

где x – произвольный элемент из M ′ не принадлежащий P−1(Xα), а
R[dk(Pk(Xα))]

† – множество элементов из Pk(M
′) отображающихся на

множество образующих модуля [dk(Pk(Xα))]
†. Такой x всегда существу-

ет, ибо |Xα| ⩽ ℵn, тогда как M не может быть порожден ℵn элементами.
Также, поскольку |Xα| ⩽ ℵn, то Pk(Xα) будет ℵn-порожденным, и то
же самое будет верно для dk(Pk(Xα)), и значит для [dk(Pk(X))]†. Значит
R[dk(Pk(X))]† имеет не более ℵn элементов, и стало быть |Xα+1| ⩽ ℵn.

Положим
X =

∪
α<ℵn

Xα .

Тогда свойство 1 имеет место. Так как

P−1(X) =
∪

α<ℵn

P−1(Xα)

является строго возрастающим объединением цепи подфункторов поряд-
кового типа ℵn, то отсюда следует, что P−1(X) не может быть порожден
меньшим чем ℵn количеством элементов. Значит, имеет место свойство
2. Наконец, мы имеем по построению

[dk(Pk(Xα))]
† ⊆ dk(Pk(Xα+1)) ⊆ dk(Pk(X))
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для всех α. Следовательно,

dk(Pk(X)) ⊆ [dk(Pk(X))]† =
∪

α<ℵn

[dk(Pk(Xα))]
† ⊆ dk(Pk(X)) ,

откуда вытекает dk(Pk(X)) = [dk(Pk(X))]†, из которого следует свойство
2. 2

Предложение 4.4.4 В условиях леммы 4.4.3, если в M ′ любое подмно-
жество мощности ℵn имеет верхнюю границу в M ′, то p.d. P−1(X) ⩽
k − 1.

Доказательство. Пусть X ⊆ M ′ – подмножество мощности ℵn, для
которого dkPk(X) – ретракт функтора dkPk(M

′). По условию, существует
z ∈ M ′, для которого Λz ⊆ X, где Λz = {y ∈ M ′ : z ⩾ y}. Рассмотрим
диаграмму

dkPkM
′

r

��

// // Pk−1M
′ // Pk−2M

′ // · · ·

dkPkΛz

OO
ν

OO

//
η

// Pk−1Λz

εqq OO

OO

// Pk−2Λz

OO

OO

// · · ·

dkPkX
OO

µ

OO

//
η′

// Pk−1X
ρ

qq OO
µ′

OO

// // dk−1Pk−1X // 0

Верно равенство rνµ = 1dkPkX , по лемме 4.4.3. Поскольку p.d.Λz = 0, то
dkPkΛz – прямое слагаемое в Pk−1Λz. Положим ρ = rνεµ′. Имеют место
соотношения

ρη′ = rνεµ′η′ = rνεηµ = rνµ = 1dkPkX .

Отсюда следует расщепляемость эпиморфизма Pk−1X → dk−1Pk−1X и
проективность объекта dk−1Pk−1X. 2

Теорема 4.4.5 c.d.ℵopn = n+ 1.

Доказательство. С помощью индукции по n ⩾ 0. При n = 0 это
верно, как показывают простые примеры. Например, lim←−

1{Z/2kZ} ̸= 0.
Пусть утверждение верно для n. Докажем для I = ℵn+1. Пусть M =
∆IopZ, M ′ = ℵn+1. Предположим, что p.d.M ⩽ k, для некоторого k ⩾ 0.
Поскольку |M ′| > ℵn, то по лемме 4.4.3 существует такое X ⊆M ′, что
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1. |X| = ℵn

2. Нет подмножеств мощности < ℵn порождающих P−1(X), ибо X не
содержит конфинальных подмножеств мощности ℵn−1

3. dkPk(X) – ретракт в dkPk(M
′)

Сверх того, в M ′ = ℵn+1 любое подмножество мощности ℵn ограниче-
но некоторым z ∈ M ′. Стало быть, по предложению 4.4.4 имеет место
p.d. P−1(X) ⩽ k − 1. Но, поскольку |X| = ℵn, то p.d. P−1X = c.d.Xop =
n+ 1. Отсюда p.d.M = n+ 2, ибо p.d.M < n+ 2 влекло бы p.d. P−1X <
n+ 1. 2

Лемма 4.4.6 Пусть X – направленное множество конфинальности
ℵn. Тогда существует конфинальное неубывающее отображение S :
X → ωn.

Доказательство. Пусть {xα : α < ωn} – конфинальное подмножество
из X. Для x ∈ X положим S(x) равным наименьшему α, для которого
x ⩽ xα. Легко видеть, что отображение S – неубывающее. Если бы образ
отображения S не был бы конфинальным в ωn, то в X существовало бы
конфинальное подмножество мощности меньшей чем ℵn. 2

Теорема 4.4.7 Пусть I – направленное множество конфинальности
ℵn. Тогда c.d.Iop = n+ 1.

Доказательство. По теореме Гобло имеет место неравенство c.d.Iop ⩽
n + 1. Рассмотрим конфинальное отображение S : I → ωn. Поскольку
c.d.ωop

n = n+ 1, то существует такая проективная система A : ωop
n → Ab,

что lim←−
n+1

ωop
n

A ̸= 0. В силу конфинальности S получаем lim←−
n+1

Iop
A ◦ S ̸= 0.

Следовательно, c.d.Iop ⩾ n+ 1. 2
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Глава 5

Приложения

Легко придумать множества, конфинальность которых зависит от гипо-
тезы континуума. В работе [7] этот факт используется для построения
линейных отображений, сюръективность которых зависит от гипотезы
континуума. Более того, в [7] указывается пример бесконечной системы
линейных уравнений, существование решения которой зависит от гипо-
тезы континуума.
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