
ÃÎÌÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎÐÈß
ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ ÌÀËÛÕ ÊÀÒÅÃÎÐÈÉ ∗

Õóñàèíîâ À. À.

Ãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè ìàëûõ êàòåãîðèé áûëà îñíîâàíà
Ìèò÷åëîì â 1968�1982 ãîäàõ. Ýòà òåîðèÿ ñâÿçàíà ñ óñëîâèÿìè âûðîæäåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ ôóíêòîðà ïðåäåëà. Îíà èçó÷àåò ðàçëè÷íûå ðàç-
ìåðíîñòè ìàëûõ êàòåãîðèé è ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè ôóíêòî-
ðîâ. Öåëü äàííîé ñòàòüè � îïèñàòü ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû ãîìîëîãè÷åñêîé
òåîðèè ðàçìåðíîñòè ìàëûõ êàòåãîðèé.

Íèæå âåçäå N áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë, Z � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë, Ab � êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï è ãîìîìîðôèç-
ìîâ, Ens � êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ, L : Ens → Ab � ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé
êàæäîìó ìíîæåñòâó E ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó ñ áàçèñîì E è êàæäîìó
îòîáðàæåíèþ f � ãîìîìîðôèçì, ïðîäîëæàþùèé f . Äëÿ ëþáîãî ïîäìíî-
æåñòâà èç N âåðõíÿÿ ãðàíü áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â {−1} ∪ N ∪ {∞}. Â
÷àñòíîñòè, sup ∅ = −1.

Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ. Èíòåðïðåòàöèÿ Èîíåäû ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû Extn(A,B), êàê êëàññîâ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n îò B ê
A [186], ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðîåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü p.d. A îáúåêòà
A èç A êàê âåðõíþþ ãðàíü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, äëÿ êîòîðûõ ôóíêòîð
Extn(A,−) : A → Ab íå ðàâåí 0. Åñëè A = 0, òî íå ñóùåñòâóåò n ≥ 0, äëÿ
êîòîðûõ Extn(A,−) 6= 0. Çíà÷èò p.d. 0 = −1.

Ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ gl.dimA àáåëåâîé êàòåãîðèè A íàçûâàåòñÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü ïðîåêòèâíûõ ðàçìåðíîñòåé A ∈ ObA. Òåîðèÿ ãëîáàëüíîé
ðàçìåðíîñòè êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ âîñõîäèò ê äðåâíåéøèì ðåçóëüòàòàì ãî-
ìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, òàêèì êàê òåîðåìà Ãèëüáåðòà î öåïÿõ ñèçèãèé è òåî-
ðåìà Ìàøêå. Ìèò÷åë ïîêàçàë, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
ìîäóëåé îáîáùàåòñÿ íà ôóíêòîðû, çàäàííûå íà ïðåäàääèòèâíûõ êàòåãîðè-
ÿõ.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèÿ, AC � êàòåãîðèÿ ôóíêòîðîâ C →
A. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà A ∈ ObA ðàññìîòðèì ôóíêòîð ∆CA : C → A,
ïðèíèìàþùèé ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå A íà îáúåêòàõ è 1A : A → A �
íà ìîðôèçìàõ. Ïîëàãàÿ (∆C f)c = f íà ìîðôèçìàõ f : A → B êàòåãîðèè C,
äëÿ âñåõ c ∈ ObC, ìû ïîëó÷àåì äèàãîíàëüíûé ôóíêòîð ∆C : A → AC. Ïîä
ôóíêòîðîì ïðåäåëà lim C : AC → A ìû ïîíèìàåì ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ê

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðàçîâàíèÿ Ðîññèè è Àêàäåìèè
íàóê Òóðöèè
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äèàãîíàëüíîìó ôóíêòîðó. Ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê ∆C íàçûâàåòñÿ ôóíêòî-
ðîì êîïðåäåëà colimC : AC → A.

Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1, C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, à ModR îáîçíà÷àåò êà-
òåãîðèþ ëåâûõ R�ìîäóëåé. R-êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü c.d.R C îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü îáúåêòà ∆CR ∈ ModCR . Îáîçíà÷èì
÷èñëî c.d.Z C ÷åðåç c.d.C è áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòî êîãîìîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòüþ.

Ìèò÷åë ïîëó÷èë ïîëíûå ðåçóëüòàòû î çíà÷åíèÿõ c.d.R C â ñëó÷àå êàòå-
ãîðèè C, äâîéñòâåííîé íàïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó [138]. Ëàóäàë [123] îõà-
ðàêòåðèçîâàë ìàëûå êàòåãîðèè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íóëü.

Ïóñòü K � íåíóëåâîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ.
Îáîçíà÷èì äâîéñòâåííóþ ê C êàòåãîðèþ ÷åðåç Cop. Ïóñòü K C(a, b) � ñâî-
áîäíûå K�ìîäóëè, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâàìè C(a, b) ìîðôèçìîâ a → b
èç C. K�ìîäóëüíûå ãîìîìîðôèçìû K C(f, g) : K C(a1, b1) → K C(a2, b2),
äåéñòâóþùèå íà α ∈ C(a1, b1) äëÿ âñåõ f ∈ C(a2, a1), g ∈ C(b1, b2) êàê
α 7→ g ◦ α ◦ f , äàþò ôóíêòîð K C : Cop × C→ ModK .

Ðàçìåðíîñòüþ Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà dim K C íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíàÿ
ðàçìåðíîñòü îáúåêòà K C ∈ ModC

op×C
K .

Â ñëó÷àå K = Z îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà ÷åðåç
dim C.

Ìèò÷åë äîêàçàë, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè êàòåãîðèè
ôóíêòîðîâ

gl.dimAC ≤ dim C+ gl.dimA
âåðíà äëÿ àáåëåâûõ êàòåãîðèé A ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè.

Â [133] Ìèò÷åë âûäâèíóë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êàæäûé ìîíîèä
ñ ñîêðàùåíèÿìè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè c.d.C ≤ 1 ÷àñòè÷íî ñâî-
áîäåí. Íîâèêîâ â [143] ïîñòðîèë êîíòðïðèìåðû. Ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [72] ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ìàëàÿ êàòåãîðèÿ ñ ñîêðàùåíèÿìè
ðàçìåðíîñòè Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà dim C ≤ 1 ÷àñòè÷íî ñâîáîäíà. Ñòàòüÿ
[31] ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Ñòîëëèíãñà [177] è Ñóîíà [179] î ãðóïïàõ êîãîìîëî-
ãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1, èáî c.d.C = dim C äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðóïïîèäà
C. Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ñêåëåòàëüíîé, åñëè êàæäûé åå èçîìîðôèçì ÿâëÿ-
åòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Äåëüòîé íàçûâàåòñÿ ìàëàÿ ñêåëåòàëüíàÿ êàòåãîðèÿ,
êàæäûé ýíäîìîðôèçì â êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. Ìèò÷åë âûäâè-
íóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ëþáàÿ äåëüòà ðàçìåðíîñòè Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà 1
ñâîáîäíà, ýòà ãèïîòåçà áûëà ïîäòâåðæäåíà ×åíãîì [62].

R-ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü C îïðåäåëÿåòñÿ êàê

h.d. R C = sup{n ∈ N : colimC
n 6= 0},

ãäå colimC
n � n-é ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð ôóíêòîðà êîïðåäåëà colimC :

ModCR → ModR. Ìû îïóñêàåì R, åñëè R = Z. Åñëè âñå êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè êàòåãîðèè C íàïðàâëåíû, òî colimC òî÷åí, è ìû èìååì äëÿ òàêèõ
êàòåãîðèé h.d. C = 0. Äîëãîå âðåìÿ íå óäàâàëîñü óñòàíîâèòü, âåðíî ëè îá-
ðàòíîå. Ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà Èñáåëîì è Ìèò÷åëîì [109].
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Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü Â. È. Êóçüìèíîâà, ïîçíàêîìèâ-
øåãî ìåíÿ ñ äàííûì ïðåäìåòîì. Ðàä âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü Õ.�È. Áàóýñó,
×. ×. ×åíãó, Ê. Ó. Èåíñåíó, Á. Â. Íîâèêîâó è Ò. Ïèðàøâèëè çà èõ ïîìîùü
ïðè ïîäãîòîâêå íàñòîÿùåãî îáçîðà. ×àñòü ðàáîòû áûëà ñäåëàíà çèìîé 1999�
2000, âî âðåìÿ ìîåãî ïðåáûâàíèÿ â Óíèâåðñèòåòå èìåíè 19 ìàÿ. Âûðàæàþ
áëàãîäàðíîñòü îðãàíèçàòîðó ñåìèíàðà Àëè Ïàíæàðó çà ïðåäîñòàâëåííóþ
âîçìîæíîñòü ïðî÷èòàòü íåñêîëüêî ëåêöèé ïî ýòîìó ìàòåðèàëó.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÑÒÀÒÜÈ:
1. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìàëîé êàòåãîðèè.
2. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìàëîé êàòåãîðèè.
3. Êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â íàòóðàëüíûõ ñèñòåìàõ.
4. Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà ìàëîé êàòåãîðèè.
5. Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ.

1 Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìàëîé êàòå-
ãîðèè

Ýòà ÷àñòü ïîñâÿùåíà êîãîìîëîãèÿì ìàëûõ êàòåãîðèé ñ êîýôôèöèåíòàõ â
ôóíêòîðàõ. Ìû ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèè ãðóïï êîãîìîëîãèé êàòåãîðèé.
Òàê ìû óâèäèì, ÷òî êàòåãîðèè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íóëü � ýòî
â òî÷íîñòè òå, ó êîòîðûõ âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè.
Ìàëàÿ êàòåãîðèÿ C èìååò êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü c.d.C ≤ 1, åñ-
ëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : C → Ab âñå ðàññëîåíèÿ C ñ
ïîìîùüþ F ðàñùåïëÿåìû. Êàòåãîðèè ñî ñâîéñòâîì c.d.C ≤ n+1 èìåþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà. Ìû èçó÷èì ñâîéñòâî àöèêëè÷íîñòè ïðîåêòèâíûõ
ñèñòåì íà íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâàõ è ïðèëîæåíèÿ ê ïðèçðà÷íûì îòîáðà-
æåíèÿì. Ìû ðàññìîòðèì êàòåãîðèè, ìîíîèäû è ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0 è 1.

1.1 Êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ôóíêòîðàõ
Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn C ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé n êîìïîíèðóåìûõ ìîðôèçìîâ c0

α1→ c1
α2→ · · · αn→ cn â C, ïðè

n > 0, è ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ c0 ∈ ObC, ïðè n = 0. Íåðâîì êàòåãîðèè
C íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíîå ìíîæåñòâî N∗C, n-ñèìïëåêñàìè êîòîðîãî
ñëóæàò ýëåìåíòû σ ∈ NnC, à îïåðàòîðû ãðàíèöû è âûðîæäåíèÿ äåéñòâóþò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãðàíè÷íûå îïåðàòîðû dn
i : NnC→ Nn−1 C, 0 < i < n, óäàëÿþò îáúåêòû

ci èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c0
α1→ c1

α2→ · · · αn→ cn è çàìåíÿþò ìîðôèçìû ci−1
αi→

ci
αi+1→ ci+1 èõ êîìïîçèöèÿìè ci−1

αi+1◦αi→ ci+1; ïðè i = 0 è ïðè i = n ìû
ïîëàãàåì dn

0 (c0 → · · · → cn) = (c1 → · · · → cn), dn
n(c0 → · · · → cn) = (c0 →

· · · → cn−1). Îïåðàòîðû âûðîæäåíèÿ sn
i : NnC → Nn+1 C, ïðè 0 ≤ i ≤ n,

âñòàâëÿþò â c0 → · · · → cn òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì ci → ci.

3



Êîöåïíîé êîìïëåêñ. Ïóñòü F : C→ A � ôóíêòîð èç ìàëîé êàòåãîðèè C â
àáåëåâó êàòåãîðèþ A ñ (áåñêîíå÷íûìè) ïðîèçâåäåíèÿìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî ñåìåéñòâà {Ai}i∈I îáúåêòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç pri :

∏
i∈I Ai → Ai ïðîåêöèè

ïðîèçâåäåíèÿ. Êîöåïíîé êîìïëåêñ C∗(C, F ) ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèé

Cn(C, F ) =
∏

c0→···→cn

F (cn), n ≥ 0,

è ìîðôèçìîâ δn =
∑n+1

i=0 (−1)iδn
i : Cn(C, F ) → Cn+1(C, F ), ãäå δn

i îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ êàæäîãî

σ = (c0
α1→ c1

α2→ · · · αn+1→ cn+1) ∈ Nn+1 C

ðàâåíñòâàì

prσ ◦ δn
i =

{
prdn+1

i σ , 0 ≤ i ≤ n

F (cn
αn+1→ cn+1) ◦ prdn+1

n+1σ , i = n + 1.

Ïîëîæèì Cn(C, F ) = 0 äëÿ âñåõ n < 0. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî δn+1 ◦
δn = 0, äëÿ âñåõ n ∈ Z. Îïðåäåëèì n-é îáúåêò êîãîìîëîãèé êàòåãîðèè C ñ
êîýôôèöèåíòàìè â F êàê

Hn(C, F ) = Kerδn/Imδn−1

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A = ModR, òî Cn(C, F ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
R-ìîäóëü ôóíêöèé

ϕ : NnC −→
∐

c∈ObC
F (c)

òàêèõ, ÷òî ϕ(c0
α1→ c1

α2→ · · · αn→ cn) ∈ F (cn). Òîãäà δn : Cn(C, F ) →
Cn+1(C, F ) áóäåò äåéñòâîâàòü ïî ôîðìóëå

(δnϕ)(c0
α1→ · · · αn+1→ cn+1) =

n∑

i=0

(−1)iϕ(c0
α1→ · · ·

αi→ ĉi
αi+1→ · · · αn+1→ cn+1) + (−1)n+1F (cn

αn+1→ cn+1)(ϕ(c0
α1→ · · · αn→ cn)).

Ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ïðåäåëà. Ïðåäåë ôóíêòîðà F ∈ ModCR ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Äëÿ êàæäîãî α ∈ MorC îáîçíà÷èì åãî îáëàñòü è êîîáëàñòü êàê domα
è cod α ñîîòâåòñòâåííî. Ïîä íèòüþ ìû ïîíèìàåì ëþáîå ñåìåéñòâî {xc}c∈C
ýëåìåíòîâ xc ∈ F (c), òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ MorC ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî F (α)(xdom α) = xcod α. Ìíîæåñòâî âñåõ íèòåé ñîñòàâëÿåò ïîäìîäóëü
â

∏
c∈ObC F (c), èçîìîðôíûé ìîäóëþ lim CF .
Åñëè ôóíêòîð ïðîèçâåäåíèÿ â A òî÷åí, òî îòîáðàæåíèå F 7→ Hn(C, F )

çàäàåò n-é ïðàâûé ñàòåëëèò ôóíêòîðà ïðåäåëà lim C : AC → A â ñìûñëå
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Ãðîòåíäèêà [94]. Â ÷àñòíîñòè, Hn(C,−) èçîìîðôíû n-ì ïðàâûì ïðîèçâîä-
íûì ôóíêòîðàì ôóíêòîðà ïðåäåëà, åñëè A èìååò òî÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ è
äîñòàòî÷íîå ÷èñëî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Åñëè ñóùåñòâóþò ïðàâûå (ëå-
âûå) ñàòåëëèòû ôóíêòîðà lim C (colimC), òî ìû îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç lim n

C
(colimC

n ). Îáîçíà÷èì ñ ïîìîùüþ Hn(N∗ C) ãðóïïû öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëî-
ãèè íåðâà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî Hn(N∗ C) ∼= colimC

n ∆CZ, ïðè âñåõ n ∈ N.
Èíîãäà ìû áóäåì ïèñàòü {F (c)}c∈C âìåñòî F : C → A. Òàêèì îáðàçîì,

lim CF è colimCF áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê lim C{F (c)} è colimC{F (c)} ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ïóñòü S : C→ D � ôóíêòîð èç ìàëîé êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ D. Äëÿ
d ∈ D îáîçíà÷èì ÷åðåç S/d è d/S êîììà-êàòåãîðèè S ↓ d è d ↓ S, â ñìûñëå
[126]. Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêòîðàì Cop Sop

→ Dop F op

→ Aop ðåçóëüòàò Îáåðñòà èç
[146, Òåîðåìà 2.3], ïîëó÷àåì
Òåîðåìà 1.1 (Îáåðñò) Ïóñòü S : C → D � ôóíêòîð ìåæäó ìàëûìè
êàòåãîðèÿìè. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) êàòåãîðèè S/d ñâÿçíû, è Hn(N∗(S/d)) = 0, ∀n > 0;
(2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A ñ òî÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

è äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : D→ A êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû
lim n

DF → lim n
C(F ◦ S)

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè äëÿ âñåõ n ∈ N;
(3) óñëîâèå (2) âåðíî ïðè A = Ab.

1.2 Êîãîìîëîãèè íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâ
Êàæäîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (ñîêðàùåííî ÷.ó. ìíîæåñòâî)
(I,≤) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëóþ êàòåãîðèþ ñ ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ
ObI = I, â êîòîðîé äëÿ ëþáûõ a, b ∈ I ìíîæåñòâî I(a, b) ìîðôèçìîâ a → b
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà, åñëè a ≤ b, è I(a, b) = ∅, â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ.

Íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ÷. ó. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ I ñóùåñòâóåò c ∈ I òàêîé, ÷òî a ≤ c è b ≤ c. Â ýòîì ðàçäå-
ëå ìû ðàññìàòðèâàåì êîãîìîëîãèè êàòåãîðèé, äâîéñòâåííûõ íàïðàâëåííûì
ìíîæåñòâàì.
Ïðèìåð 1.1 [78], [111]. Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ctop òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì U ⊆ C îáúÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òûì, êîãäà (y ≥ x ∈ U ⇒ y ∈ U). Äëÿ êàæäîãî F ∈ AbC ïîñòðîèì ïó÷îê
F̃ (U) = lim UF |U . Òîãäà lim n

CF ∼= Hn(C, F̃ ), ñòàëî áûòü, c.d.C åñòü â
òî÷íîñòè êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Ctop, â ñìûñëå òåîðèè ïó÷êîâ [94]. Ôóíêòîð F ∈ AbC íàçûâàåòñÿ âÿëûì,
åñëè êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ lim CF → lim UF |U ñþðúåêòèâíû. Ìû âè-
äèì, ÷òî åñëè F âÿëûé, òî lim n

CF = 0 äëÿ âñåõ n > 0. Åñëè I � íàïðàâ-
ëåííîå ìíîæåñòâî, è C = Iop, òî lim n

CF ∼= Ȟn(Ctop, F̃ ), ãäå Ȟn(X,F) �
êîãîìîëîãèè ×åõà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â
ïó÷êå F .

5



Âÿëàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî, F : C→ Ab � ôóíêòîð.
Îïðåäåëèì âÿëóþ ðàçìåðíîñòü äëÿ F êàê íèæíþþ ãðàíü ÷èñåë n ∈ N, äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â AbC

0 → F → F 0 → · · · → Fn → 0

ñ âÿëûìè ôóíêòîðàìè F 0, F 1, · · · , Fn. Âÿëîé ðàçìåðíîñòüþ f.d.C êàòåãî-
ðèè íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âÿëûõ ðàçìåðíîñòåé ôóíêòîðîâ F : C→ Ab.

Òåîðåìà 1.2 [111] Ïóñòü C � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

f.d.C = 1 + sup{c.d.U : U ⊂ C U 6= C}.

Ïîïîëíåíèÿ. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ [7] âîçíèêëè èç êîíñòðóêöèè ïîïîë-
íåíèÿ Â àáåëåâîé ãðóïïû A ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî òîïîëîãèÿ íà A îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñ÷åòíîé áàçû îò-
êðûòûõ îêðåñòíîñòåé íóëÿ 0 ∈ A, ñîñòîÿùåé èç îòêðûòûõ ïîäãðóïï Ai ⊆ A,
òîãäà ïîïîëíåíèå ýêâèâàëåíòíî lim Iop{A/Ai}. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ ãðóïï

0 −→ ∩Ai −→ A −→ Â −→ lim 1
Iop{Ai} −→ 0,

èçìåðÿþùóþ îòêëîíåíèå ãîìîìîðôèçìà A → Â îò èçîìîðôèçìà.
Ïðèçðà÷íûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü X � ñâÿçíûé CW-êîìïëåêñ ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì êëåòîê â êàæäîé ðàçìåðíîñòè, è ïóñòü Xn îáîçíà÷àåò åãî n-
ñêåëåò. Íåïðåðûâíîå ïóíêòèðîâàííîå îòîáðàæåíèå f èç X â ïðîñòðàíñòâî
Y íàçûâàåòñÿ ïðèçðà÷íûì, åñëè åãî îãðàíè÷åíèå íà êàæäûé ñêåëåò Xn ãî-
ìîòîïíî íóëåâîìó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X, Y ] ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé X → Y . Åñëè {Ei}i∈Z � Ω-ñïåêòð, îïðåäåëÿþùèé îáîáùåííóþ
òåîðèþ êîãîìîëîãèé ki(X) = [X, Ei], òî èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìèë-
íîðà [131]

0 → lim 1
Nop{ki−1(Xn)} → ki(X) → lim Nop{ki(Xn)} → 0

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïðèçðà÷íûõ îòîáðàæåíèé X → Ei ýêâèâàëåíòíî
lim 1

Nop{ki−1(Xn)}.
Ïóñòü {Gn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íåêîììóòàòèâíûõ) ãðóïï. Ñîãëàñíî

[92] ìû ìîæåì îáîáùèòü îïðåäåëåíèå lim 1{Gn} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
p :

∏
n∈N

Gn →
∏

n∈N

Gn � îòîáðàæåíèå, äåéñâóþùåå ïî ôîðìóëå

p({gn}) = {gn(pn(gn+1))−1}.

Òîãäà ïîëàãàåì

lim 1
Nop{Gn} =

∏

n∈N

Gn/ ∼=, {xn} ∼= ∗ ⇔ (∃{gn}) ({xn} = p{gn}).
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Â [55] îïðåäåëåíèå ïóíêòèðîâàííûõ ìíîæåñòâ lim 1
Iop{Gi} îáîáùàåòñÿ íà

ïðîèçâîëüíûå ìàëûå êàòåãîðèè I.
Ïóñòü Ph(X,Y ) � ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ ïðèçðà÷íûõ îòîáðà-

æåíèé èç X â Y . Êàê ïóíêòèðîâàííîå ìíîæåñòâî îíî èçîìîðôíî çíà÷åíèþ
lim 1 íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ

0 ← [X, ΩY (1)] ← [X, ΩY (2)] ← · · · ← [X, ΩY (n)] ← · · · ,

ãäå Y (n) � n-é ÷ëåí áàøíè Ïîñòíèêîâà ïðîñòðàíñòâà Y . Òàê âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ lim 1 äëÿ äèàãðàìì íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï. Ðåêî-
ìåíäóåì [129] è [130] äëÿ òåõ, êòî çàèíòåðåñóåòñÿ ôóíêòîðîì lim 1 è ïðè-
çðà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè.
Êàòåãîðèÿ ïðîåêòèâíûõ ñèñòåì. Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ. Ïðîåêòèâíîé
(èíäóêòèâíîé) ñèñòåìîé îáúåêòîâ è ìîðôèçìîâ â A íàçûâàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíûé ôóíêòîð Iop → A (I → A), çàäàííûé íà íåêîòîðîì íàïðàâëåííîì
ìíîæåñòâå I. Îáû÷íî ïðåäåë ïðîåêòèâíîé ñèñòåìû F : Iop → A îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç lim

← I
F , à êîïðåäåë èíäóêòèâíîé ñèñòåìû F : I → A � lim

→ I
.

Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ ôóíêòîðà
lim n

Iop : AIop → A, ãäå I � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, ãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ
êàòåãîðèÿ pro−A:

Îáúåêòû pro−A � âñå ïðîåêòèâíûå ñèñòåìû â A. Ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ
ìåæäó F : Iop → A è G : Jop → A çàäàåòñÿ êàê

pro−A(F,G) = lim
← J

lim
→ I

{A(F (i), G(j))}.

Ýëåìåíò èç lim
→ I

{A(F (i), G(j))} ñîñòîèò èç èíäåêñà i ïëþñ ìîðôèçìà fi :

F (i) → G(j) ïî ìîäóëþ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîì fi :
F (i) → G(j) è fi′ : F (i′) → G(j) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé i′′, ÷òî i′′ ≥ i è i′′ ≥ i′, è fi′ ◦ F (i′′ ≥ i′) =
fi ◦ F (i′′ ≥ i). Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû èç pro − A(F, G) ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ïàðàìè (ϕ, {fj}j∈J ), ãäå ϕ : J → I ñóòü ôóíêöèè, à fj : F (ϕ(j)) → G(j) �
ìîðôèçìû êàòåãîðèè A. Ìû ïîëàãàåì äâà òàêèõ (ϕ, {fj}j∈J) è (ϕ′, {f ′j}j∈J)
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ êàæäîãî j ∈ J ñóùåñòâóåò òàêîé i ∈ I, ÷òî
i ≥ ϕ(j) è i ≥ ϕ′(j), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàì-
ìû:

F (i)
F (i≥ϕ(j))−−−−−−→ F (ϕ(j))

F (i≥ϕ′(j))

y fj

y

F (ϕ′(j))
f ′j−−−−→ G(j)

Ïóñòü F : Iop → A, G : Jop → A, H : Kop → A � îáúåêòû èç pro − A.
Åñëè ìîðôèçìû f : F → G è g : G → H â pro − A ïðåäñòàâëåíû ïà-
ðàìè (ϕ, {fj}j∈J) è (ψ, {gk}k∈K), òî g ◦ f : F → H îïðåäåëåí êàê ìîð-
ôèçì, ïðåäñòâàëåííûé ïàðîé (ϕ ◦ ψ, {gk ◦ fψ(k)}k∈K). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
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A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, òî pro − A � àáåëåâà (ñì. [163]). Ïóñòü Add(A, Ab)
� êàòåãîðèÿ àääèòèâíûõ ôóíêòîðîâ A → Ab. Ìíîãèå ïîëåçíûå ñâîéñòâà
pro−A ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà pro−A ∼= Lex(A, Ab)op,
ãäå Lex(A, Ab) ⊆ Add(A, Ab) � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷íûõ
ñëåâà ôóíêòîðîâ A → Ab. Ñóùåñòâóþò òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííûå ïðîáëå-
ìû, íî âñå îíè ðàçðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî Ãðîòåíäèêîì ïîíÿòèÿ
óíèâåðñóìà (ñì. [174]).

Ôóíêòîð T : C → D íàçûâàåòñÿ êîíôèíàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî d ∈
ObD ñóùåñòâóåò òàêîé îáúåêò c ∈ ObC, ÷òî D(d, T (c)) íå ïóñòî. Åñëè I
è J � íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà, äëÿ ëþáîãî êîíôèíàëüíîãî ôóíêòîðà T :
I → J ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïî F ∈ ModJop èçîìîðôèçìû lim n

JopF →
lim n

IopF ◦ T op [6], [138]. Àðòèí è Ìàçóð äàëè åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå
ìîðôèçìà F → G â pro−ModR ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â
íåêîòîðîì ModKop

R . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî pro−ModR ÿâëÿåòñÿ êîïðåäåëîì
(íàä êëàññîì èíäåêñîâ) êàòåãîðèé ModIop

R . Äëÿ âñÿêîãî íàïðàâëåííîãî ìíî-
æåñòâà I êîììóòàòèâíû äèàãðàììû

ModIop

R

lim
←

n

I−→ ModR

↓ ↓ =

pro−ModR

lim
←

n

−→ ModR,

ãäå lim
←

n � ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ôóíêòîðà lim
←

: pro − ModR →
ModR. Â [82] ïîêàçàíî, ÷òî lim

←
n : pro−Ab → Ab èçîìîðôíû Extn(∆ptZ,−),

ãäå pt � êàòåãîðèÿ ñ åäèíñòâåííûì îáúåêòîì 0 è åäèíñòâåííûì (òîæäåñò-
âåííûì) ìîðôèçìîì 10.

Ò. Ïîðòåð â [159]�[165] ïîêàçàë, ÷òî ôóíêòîðû lim
←

òåñíî ñâÿçàíû ñ òåî-
ðèåé êðó÷åíèÿ â êàòåãîðèè pro−ModR.
Ôèêñèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ. Ìèìèíîøâèëè [10] îïèñûâàåò ñëåäóþ-
ùèå äâå êàòåãîðèè. Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ñëóæàò ïàðû
(I, X), ãäå I � íàïðàâëåííûå ìíîæåñòâà, à X : Iop → Ab � ôóíêòîðû. Ëþ-
áîé ìîðôèçì (I, X) → (J, Y ) çàäàåòñÿ êàê ôóíêòîð ϕ : J → I âìåñòå ñ
åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ω : X ◦ ϕop → Y . Äëÿ ëþáîãî òàêîãî ìîð-
ôèçìà ïîëó÷àåì öåïíîé ãîìîìîðôèçì C∗(I,X) → C∗(J, Y ) è, âìåñòå ñ òåì,
ãîìîìîðôèçìû lim nX → lim nY . Äëÿ êàæäîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ñèìâîë In

áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé i0 < i1 < · · · < in â I, ïðè
n > 0, è I0 = I, ïðè n = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ôèêñèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì Φ : (I, X) → (J, Y ) íà-
çûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn : Jn → I0}n≥0, òàêàÿ, ÷òî:

(a) ϕ0 : J → I åñòü ôóíêöèÿ,
(b) ϕn(j0 < j1 < · · · < jn) > ϕn−1(j0 < · · · < ĵk < · · · jn), 0 ≤ k ≤ n,
(c) äëÿ êàæäîãî j ∈ J ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ωj : X(ϕ0(j)) → Y (j),
(d) äëÿ êàæäîé ïàðû (j0 < j1) ∈ J1 êîìïîçèöèÿ

X(ϕ1(j0 < j1)) → X(ϕ0(j0)) → Y (j0)
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ðàâíà êîìïîçèöèè X(ϕ1(j0 < j1)) → X(ϕ0(j1)) → Y (j1) → Y (j0).
Äâà ôèêñèðîâàííûõ îòîáðàæåíèÿ Φ,Φ′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè äëÿ ëþáîãî j ∈ J ñóùåñòâóåò òàêîé i ∈ I, ÷òî i > ϕ0(j), i > ϕ′0(j) è
êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

X(i) −→ X(ϕ0(j))
↓ ↓

X(ϕ′0(j)) −→ Y (j)

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ K̃, îáúåêòû êîòîðîé � âñå îáúåêòû êàòåãîðèè
K, à ìîðôèçìû � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ôèêñèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé.
Ìèìèíîøâèëè [10] äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì K̃ → Pro−
Ab êàòåãîðèé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ≥ 0 êîìïîçèöèÿ K̃ −→ Pro − Ab

lim n

−→ Ab
ðàâíà lim n : K̃ −→ Ab.

Àöèêëè÷íûå ïðîåêòèâíûå ñèñòåìû. Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1. Ôóíêòîð
F : Iop → Ab íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷íûì, åñëè lim n

IopF = 0, ∀n > 0.
Ìû âèäåëè, ÷òî âÿëûå ïðîåêòèâíûå ñèñòåìû àöèêëè÷íû. Ïðîåêòèâíàÿ

ñèñòåìà F : Iop → Ab ñëàáî âÿëàÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåííîãî ïîäìíî-
æåñòâà J ⊆ I åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå lim IopF → lim JopF |J ñþðúåêòèâíî.

Òåîðåìà 1.3 [111] Åñëè F � ñëàáî âÿëàÿ ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà, òî îíà
àöèêëè÷íà.

Âñÿêîå êîëüöî R áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé. Òî-
ïîëîãèÿ íà ëåâîì R-ìîäóëå M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, è åñëè ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà îêðåñò-
íîñòåé íóëÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ïîäìîäóëåé.

Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü ñ õàóñäîðôîâîé ëèíåéíîé òîïîëîãèåé. Ìî-
äóëü M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ñåìåéñòâà {Ni}i∈I

çàìêíóòûõ ïîäìîäóëåé è ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ xi ∈ M ïåðåñå÷åíèå
⋂
i∈I

(xi +

Ni) íå ïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
⋂

j∈J

(xj + Nj) 6= ∅ äëÿ âñÿêîãî

êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊆ I.

Òåîðåìà 1.4 [111] Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1, U � çàáûâàþùèé ôóíêòîð èç êà-
òåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ R-ìîäóëåé â ModR, {Mi}i∈I � òàêàÿ ïðîåêòèâíàÿ
ñèñòåìà ëèíåéíî êîìïàêòíûõ R-ìîäóëåé, ÷òî ãîìîìîðôèçìû M(i > j) :
Mi → Mj íåïðåðûâíû. Òîãäà limn

Iop{U(Mi)} = 0, ∀n > 0.

Ñëåäñòâèå 1.5 [111] Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1. Òîãäà âñÿêàÿ ïðîåêòèâíàÿ
ñèñòåìà àðòèíîâûõ ëåâûõ R-ìîäóëåé àöèêëè÷íà.

Ýòî ñëåäñòâèå äàåò îòâåò íà âîïðîñÆ.-Å. Ðóñà [173, Ñ.219]. Ñíà÷àëà Èåíñåí
[110] äîêàçàë ýòî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ëèáî R íåòåðîâî, ëèáî Mi � íåòåðîâû
(è àðòèíîâû) ìîäóëè.

Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ ôèëüòðîâàííîé, åñëè
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(1) äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ a, b ñóùåñòâóåò òàêîé îáúåêò c, ÷òî C(a, c)
è C(b, c) íåïóñòû,

(2) äëÿ êàæäîé ïàðû ìîðôèçìîâ α, β ∈ C(a, b) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîð-
ôèçì γ, ÷òî γ ◦ α = γ ◦ β.

Åñëè C � ÷. ó. ìíîæåñòâî, òî (1) â òî÷íîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ
íàïðàâëåííûì. Êàòåãîðèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê ôèëüòðîâàííîé, íàçûâàåòñÿ êî-
ôèëüòðîâàííîé.

Íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî I íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ñëåâà, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ I ìíîæåñòâî {i′ ∈ I : i′ < i} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Äëÿ êàæäîé
ôèëüòðîâàííîé êàòåãîðèè I ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ñëåâà íàïðàâëåííîå ìíî-
æåñòâî M(I) è êîíôèíàëüíûé ôóíêòîð Ìàðäåæè÷à init : M(I) → I. Ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ïðîêàòåãîðèþ ôóíêòîðîâ, îïðåäåëåííûõ íà êîôèëüòðîâàí-
íûõ êàòåãîðèÿõ, íî ôóíêòîð Ìàðäåæè÷à ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé
îáúåêò ýòîé ïðîêàòåãîðèè èçîìîðôåí ïðîåêòèâíîé ñèñòåìå íàä êîíå÷íûì
ñëåâà íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà àáåëåâûõ ãðóïï íàçûâàåòñÿ óäîâ-
ëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ìèòòàã�Ëåôôëåðà (ML), åñëè îíà èçîìîðôíà â pro−
Ab ïðîåêòèâíîé ñèñòåìå, ãîìîìîðôèçìû êîòîðîé ñþðúåêòèâíû.

Èíîãäà óñëîâèå ML ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
(ML) Äëÿ êàæäîãî i ∈ I ñóùåñòâóåò òàêîé k ≥ i, ÷òî ImF (j ≥ i) =

ImF (k ≥ i) äëÿ âñåõ j ≥ k.
Ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùåé ñòðîãîìó óñëîâèþ

Ìèòòàã�Ëåôôëåðà (SML) [83], åñëè îíà èçîìîðôíà òàêîé ïðîåêòèâíîé ñèñ-
òåìå F : Iop → Ab íàä êîíå÷íûì ñëåâà íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì I, ÷òî
äëÿ âñåõ j ∈ I åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ F (j) → lim

← {k:k<j}
F (k) ñþðúåê-

òèâíû.

Ïðåäëîæåíèå 1.6 [83] Ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà àáåëåâûõ ãðóïï F óäîâëåò-
âîðÿåò SML òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F èçîìîðôíà âÿëîé ïðîåêòèâíîé
ñèñòåìå íàä êîíå÷íûì ñëåâà íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè F óäîâëåòâîðÿåò SML, òî F àöèêëè÷íà.

Òåîðåìà 1.7 [82] Åñëè ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò SML, è åñëè
limF = 0, òî F èçîìîðôíà 0 â pro-Ab.

Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû Ýäâàðäñîì è Õàñòèíãñîì [82] íà ïðîåêòèâ-
íûå ñèñòåìû (íåêîììóòàòèâíûõ) ãðóïï.

Äëÿ ñ÷åòíîãî íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà I, åñëè ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà
F : Iop → Ab óäîâëåòâîðÿåò ML, òî F àöèêëè÷íà, îáðàòíîå òàêæå âåðíî â
ñëó÷àå |F (i)| < 2ℵ0 , äëÿ âñåõ i ∈ I. Ïðèìåðû èç [83] è [19] ïîêàçûâàþò, ÷òî
óñëîâèå ML íå âëå÷åò lim

←
1

I
F = 0 äàæå äëÿ ñ÷åòíûõ I. Â [28, Ñëåäñòâèå 2.2]

äîêàçàíî, ÷òî åñëè c.d.Iop ≥ 1, òî ñóùåñòâóåò íåàöèêëè÷íàÿ ïðîåêòèâíàÿ
ñèñòåìà F : Iop → Ab, äëÿ êîòîðîé âñå F (i ≥ i′) � ýïèìîðôèçìû.
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Ïóñòü E � ìíîæåñòâî, A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ êîïðîèçâåäåíèÿìè. Ñóì-
ìîé |E| êîïèé A ∈ ObA íàçûâàåòñÿ êîïðîèçâåäåíèå

∑
e∈E

Ae, ãäå Ae = A, ∀e ∈
E. Åñëè F : Iop → Ab � ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï
F (i), òî ñóììà |E| êîïèé F ∈ AbIop

àöèêëè÷íà äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà E.
Êóçüìèíîâ âûäâèíóë ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå â 1966 ãîäó [4, Ïðîáëåìà
2.35]

Ãèïîòåçà 1.4 (K) Åñëè ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïï àöèêëè÷íà, òî ñóììû åå êîïèé àöèêëè÷íû.

Ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà â [28] è [30]:

Òåîðåìà 1.8 Ãèïîòåçà (K) ýêâèâàëåíòíà ãèïîòåçå Óàéòõåäà î òîì, ÷òî
âñÿêàÿ àáåëåâà ãðóïïà G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ext(G,Z) = 0, ñâîáîä-
íà.

Â [175] Øåëàõ äîêàçàë íåðàçðåøèìîñòü ãèïîòåçû Óàéòõåäà. Èç [84, Ñëåäñò-
âèÿ 7.2, 10.3] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîäåëü ZFC, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îáîá-
ùåííîé ãèïîòåçå êîíòèíóóìà, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò íåñâîáîäíûå àáåëåâû
ãðóïïû G ñî ñâîéñòâîì Ext(G,Z) = 0. Äëÿ òàêîé ãðóïïû áóäåò ñïðàâåäëèâî
lim
←

1{Ab(Gi,Z)} = 0, ãäå {Gi} � èíäóêòèâíàÿ ñèñòåìà âñåõ êîíå÷íî-ïîðîæ-
äåííûõ ïîäãðóïï èç G. Åñëè G íå ñâîáîäíà, òî íåêîòîðàÿ ñóììà êîïèé
{Ab(Gi,Z)} íå àöèêëè÷íà. Â ïðåäïîëîæåíèè V = L ãèïîòåçà Óàéòõåäà âåð-
íà (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [84],). Çíà÷èò, â òîì ñëó÷àå ãèïîòåçà (K) âåðíà.

Â [28] áûëà ïîñòðîåíà ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï,
òàêàÿ, ÷òî ñ÷åòíàÿ ñóììà åå êîïèé â â AbIop íå àöèêëè÷íà. Â [28] óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ñóììû êîïèé ïðîåêòèâíîé ñèñòåìû òîðîâ àöèêëè÷íû.
Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü íàïðàâëåííûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü C
� ÷. ó. ìíîæåñòâî. Ïîäìíîæåñòâî X ⊆ C íàçûâàåòñÿ êîíôèíàëüíûì (êî-
èíèöèàëüíûì), åñëè äëÿ êàæäîãî c ∈ C ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ X, ÷òî c ≤
x (x ≤ c). Êîíôèíàëüíîñòüþ cf(C) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ñðåäè ìîù-
íîñòåé êîíôèíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ èç C. Êîèíèöèàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ci(C) = cf(Cop).

Òåîðåìà 1.9 [138] Åñëè I � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå
cf(I) = ℵn, à R � êîëüöî ñ 1, òî c.d.R(Iop) = n + 1.

Ãîáëî [90] äîêàçàë, ÷òî c.d.RIop ≤ n + 1. Â [137] ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà
äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Â [152] Îñîôñêàÿ óêàçàëà äðóãîå
äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü M ⊆ ModR � ïîäêàòåãîðèÿ. Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êîãîìîëîãè-
÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî M ïî ôîðìóëå

c.d.(M,R) C = sup{n ∈ N : lim n
C|M C 6= 0}.

Â [170]�[171] Ðóñ äîêàçàë, ÷òî åñëè R � êîììóòàòèâíîå íåòåðîâî êîëüöî ñ 1,
òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà I è ïðîåêòèâíîé ñèñòåìû
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{Ai}i∈I êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ìîäóëåé çíà÷åíèÿ lim n
Iop íà íåé íóëåâûå äëÿ

âñåõ n > gl.dim ModR. Èíûìè ñëîâàìè, c.d.(M,R)I
op ≤ gl.dim ModR, äëÿ êà-

òåãîðèè M êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ìîäóëåé íàä êîììóòàòèâíûì íåòåðîâûì
êîëüöîì.

Ë. Ãðþñîí è Ê. Ó. Èåíñåí â [96] äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1.10 Ïóñòü {Ai} � òàêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà íàä íàïðàâëåí-
íûì ìíîæåñòâîì I, ÷òî |Ai| < ℵn äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 0, T : Ab → Ab �
ïðîèçâîëüíûé òî÷íûé ôóíêòîð. Òîãäà, â ïðåäïîëîæåíèè ãèïîòåçû 2ℵn =
ℵn+1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim

←
k

I
{TAi} = 0 äëÿ âñåõ k ≥ n + 3. Â ÷àñò-

íîñòè, â ïðåäïîëîæåíèè 2ℵ0 = ℵ1, ìû èìååì lim
←

k

I
{Ai} = 0 äëÿ ëþáîé

ïðîåêòèâíîé ñèñòåìû ñ÷åòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïðè âñåõ k ≥ 3.

Â [96] çàìå÷åíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà ñ÷åòíûõ àáåëåâûõ
ãðóïï {Ai}, äëÿ êîòîðîé lim

←
2

I
{Ai} 6= 0.

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 1.5 Ïóñòü n ≥ 0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, M ⊂ Ab
� ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç àáåëåâûõ ãðóïï ìîùíîñòè ≤ ℵn.
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà I èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî c.d.(M,Z)I

op ≤ n + 2.

Íåðàâåíñòâî c.d.(M,Z)I
op ≤ n + 2 ñïðàâåäëèâî â ïðåäïîëîæåíèè 2ℵn = ℵn+1

ïî òåîðåìå 1.10.
Èçâåñòíî [111], ÷òî lim 1

Iop{Ai} = 0 äëÿ êàæäîé ïðîåêòèâíîé ñèñòåìû
àðòèíîâûõ R�ìîäóëåé. Çíà÷èò, åñëè M ⊂ ModR � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ,
ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ àðòèíîâûõ ìîäóëåé, òî c.d.(M,R)I

op = 0 äëÿ êàæäîãî
íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà I.

Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1. Ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ K − dimM R-ìîäóëÿ M
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî. Ïîëàãàåì K − dimM = 0 äëÿ àðòèíîâîãî M .
Ïîëîæèì K − dimM = n, åñëè íåðàâåíñòâî K − dimM < n íåâåðíî, è äëÿ
êàæäîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

M1 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇ · · ·
ïîäìîäóëåé èç M âñå ôàêòîð ìîäóëè Mi/Mi+1, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ i óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

K − dim(Mi/Mi+1) < n.

Ðàçìåðíîñòüþ Êðóëëÿ K − dimR íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ÷èñåë K −
dimM , ãäå M ïðîáåãàåò âñå êîíå÷íî-ïîðîæäåííûå R-ìîäóëè. Èåíñåí [111]
äîêàçàë, ÷òî åñëè R � ëîêàëüíîå íåòåðîâî êîëüöî ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ 1, òî

lim
←

k

I
{Mi} = 0, k > 1,

äëÿ âñåõ ïðîåêòèâíûõ ñèñòåì êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ K-ìîäóëåé. Èåíñåí
ïðåäïîëîæèë â [111, Ñ.82], ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ íåòåðîâûõ êîëåö. Ãðþñîí [96] ïîêàçàë, ÷òî åñëè R � íåòåðîâî ñïðàâà
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êîëüöî è M � ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ R-ìîäóëåé, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèõ K − dimMi < n äëÿ âñåõ i ∈ I, òî lim

←
k

I
{Mi} = 0 ïðè k > n.

Ðåêîìåíäóåì ñòàòüþ Ïîðòåðà [163], â êîòîðîé îáîáùàþòñÿ ýòè ðåçóëüòàòû.
Çàâèñèìîñòü lim 1 îò ãèïîòåçû êîíòèíóóìà. Ïîä ìîäåëüþ ZFC ïîíèìà-
åòñÿ ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ, â êîòîðîé âåðíà àêñèîìà
âûáîðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (CH) ãèïîòåçó êîíòèíóóìà 2ℵ0 = ℵ1. Ìàðäåæè÷ è
Ïðàñîëîâ ïîñòðîèëè ïðîåêòèâíóþ ñèñòåìó, àöèêëè÷íîñòü êîòîðîé çàâèñèò
îò (CH). Ïóñòü NN � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

n = (n(0), n(1), · · · , n(i), · · ·), n(i) ∈ N.

×òîáû óïîðÿäî÷èòü NN, ìû ïîëàãàåì n ≤ m, åñëè n(i) ≤ m(i) äëÿ âñåõ
i ∈ N. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî NN � íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Äëÿ êàæäîãî
n ∈ N ïîëîæèì

An =
∞∑

i=0

n(i)∑

j=0

Z,

è âîçüìåì â êà÷åñòâå A(m ≥ n) : Am → An åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè.
Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk+1 ðàññìîòðèì k�ìåðíóþ ñôåðó ñ öåíò-

ðîì â (1/n, 0, ..., 0) è ðàäèóñîì 1/n ïðè n ≥ 1, è ïóñòü Y (k) = ∪{Sk(n) : n ≥
1}; Y (k) íàçûâàåòñÿ ãàâàéñêîé ñåðüãîé. Ïóñòü X(k) =

∐∞
i=0 Y (k) � òîïîëî-

ãè÷åñêàÿ ñóììà ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîïèé ïðîñòðàíñòâà Y (k). Òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X(k) ÿâëÿåòñÿ k�ìåðíûì ëîêàëüíî êîìïàêòíûì ñåïàðàáåëü-
íûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü Hp � ñèëüíàÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé Ìèìèíîøâèëè [9]. Òîãäà ãðóïïà
Hp(Y (p+1)) áóäåò òðèâèàëüíîé äëÿ âñåõ p ≥ 0, è Hp(X(p+1)) = lim 1A [127].
Çíà÷èò, òåîðèÿ Hp � íå àääèòèâíà â ñìûñëå Ìèëíîðà [131] â ñëó÷àå, êîãäà
lim 1A 6= 0.

Ïóñòü U , V � ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N × N, è ïóñòü
f : U → Z, g : V → Z � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Áóäåì ïèñàòü f ≡ g, åñëè
ìíîæåñòâî

{(i, j) ∈ U ∩ V : f(i, j) 6= g(i, j)}
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ìàðäåæè÷ è Ïðàñîëîâ [127] äîêàçàëè, ÷òî lim 1A = 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëîæèòåëåí îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ [127,
Âîïðîñ 5]:

Ïóñòü (fn, n ∈ NN) � ñåìåéñòâî ôóíêöèé fn : Un → Z, ãäå Un = {(i, j) ∈
N ×N : 0 ≤ j ≤ n(i)}. Åñëè fn ≡ fm, äëÿ âñåõ ïàð n,m ∈ NN, òî â ëþáîì
ëè ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : N×N → Z, äëÿ êîòîðîé f ≡ fn ïðè âñåõ
n ∈ NN?

Â [127] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè (CH) îòâåò íà ýòîò âî-
ïðîñ ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (CH) ñëåäóåò lim 1A 6= 0. Äàó, Ñàéìîí
è Âîãàí [79] ïîêàçàëè, ÷òî (CH) â ýòîì óòâåðæäåíèè ìîæíî îñëàáèòü.

Äàó, Ñàéìîí è Âîãàí [79, Òåîðåìà 1.2] óñòàíîâèëè, ÷òî ñóùåñòâóþò ìî-
äåëè ZFC, â êîòîðûõ lim 1A = 0.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñòðîåíà [27] òàêàÿ ïðîåêòèâíàÿ ñèñòåìà F , ÷òî
lim 1F = 0 â ñëó÷àå, åñëè âåðíî (CH) , è lim 1F 6= 0, åñëè 2ℵ0 = ℵ2.
Ïðèëîæåíèÿ ê óñëîâèÿì ñõîäèìîñòè. Ïóñòü çàäàíà òî÷íàÿ ïàðà

D
i−→ D

↑ k ↓ j
E = E

(1)

áèãðàäóèðîâàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï è îäíîðîäíûõ ãîìîìîðôèçìîâ, äëÿ êî-
òîðîé i, j è k èìåþò áèñòåïåíè (−1, 1), (1, 0) è (0, 0), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íûõ ïàð , ïðè r = 1, 2, · · ·

Dr
ir−→ Dr

↑ kr ↓ jr

Er = Er

(2)

ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ðàâíûì (1), ãäå ir, jr è kr èìåþò áèñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî
(−1, 1), (r,−r + 1) è (0, 0). Ñëåäóÿ [166] áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (1) åñòü òî÷íàÿ
ïàðà ïðåäåëüíîãî òèïà, åñëè äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóþò òàêèå r0 è s0, ÷òî
Ds,n−s

r = 0 äëÿ âñåõ r ≥ r0 è s ≤ s0. Åñëè äàíà òàêàÿ òî÷íàÿ ïàðà, òî äëÿ
ëþáûõ s, t ìû èìååì ïðè íåêîòîðîì r0, ÷òî Ds−r,t+r−1

r = 0 äëÿ r ≥ r0 è,
ñëåäîâàòåëüíî,

Es,t
r0
⊃ Es,t

r0+1 ⊃ Es,t
r0+2 ⊃ · · ·

Îáîçíà÷èì
⋂
r

Es,t
r ÷åðåç Es,t

∞ . Â [166] ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Es,t
r ,

ïîðîæäåííàÿ òî÷íîé ïàðîé (1), íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ãðàäóèðîâàííîé
àáåëåâîé ãðóïïå Dn

∞, åñëè äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýïèìîðôèçìîâ

· · · → Qn
s → Qn

s−1 → Qn
s−2 → · · · ,

÷òî Dn
∞ = lim

← s∈N
{Qn

s } è Ker(Qn
s → Qn

s−1) ∼= Es,n−s
∞ äëÿ âñåõ s ∈ Z. Ïðà-

ñîëîâ [166] äîêàçàë, ÷òî åñëè (1) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïàðîé ïðåäåëüíîãî òèïà,
ñîñòîÿùåé èç òàêèõ áèãðàäóèðîâàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï, ÷òî ïðîåêòèâíûå
ñèñòåìû {Es,t

r }r∈N àöèêëè÷íû äëÿ âñåõ (s, t), òî ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Es,t

r } ñõîäèòñÿ ê Dn
∞, ãäå Dn

∞ � îáðàòíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

· · · i→ Ds,n−s i→ Ds−1,n−s+1 i→ · · ·
Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, Ïðàñîëîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîé ïðîåêòèâíîé
ñèñòåìû êîìïëåêñîâ àáåëåâûõ ãðóïï {F (i)}i∈I ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ñ Es,t

2 = lim
←

s

I
{H−tF (i)}, ñõîäÿùàÿ-

ñÿ, â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ, ê ñèëüíûì ãîìîëîãèÿì H−s−tF
Ìèìèíîøâèëè [9]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàëîé êàòåãîðèè C è ôóíêòîðà
F : C→ Chain â êàòåãîðèþ öåïíûõ êîìïëåêñîâ àáåëåâûõ ãðóïï êîìïëåêñû
Rp,q = Cp(C, F−q) áóäóò òåìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü íàìè â ðàçäåëå
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1.1 äëÿ F = F−q, à HnF = H−n(Tot∗(F )) áóäóò êîãîìîëîãèÿìè òîòàëüíîãî
êîìïëåêñà {Totn(F ), d} = {

∏
p+q=n

Rp,q,δ + d′} êîöåïíîãî áèêîìïëåêñà

Rp,qF =
∏

c0→c1→···→cp

F−q(cp), Rp,q = 0 p < 0,

ãäå d′p,−q = (−1)p∂q, à ∂∗ � äèôôåðåíöèàë êîìïëåêñà F∗.

Òåîðåìà 1.11 [166] Ïóñòü F : C→ Chain � ôóíêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïà Es,t

2 = lim s
C{H−t(F (c))}, ñõîäÿ-

ùàÿñÿ â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ, åñëè lim
←

1

r
{Es,t

r } = 0 äëÿ âñåõ
s, t.

Åñëè ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîé s0, ÷òî lim s
C{H−t(F (c))} = 0 äëÿ âñåõ s ≥ s0,

ëèáî ñóùåñòâóåò n0, ïðè êîòîðîì Hn(F (c)) = 0 äëÿ âñåõ n ≥ n0 è c ∈
ObC, òî ýòà ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå
ê H−s−tF , òî åñòü H−s−tF äîïóñêàþò êîíå÷íóþ ôèëüòðàöèþ, ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ôàêòîð-ãðóïïû êîòîðîé èçîìîðôíû Es,t

∞ .
Äàëüíåéøàÿ èíôîðìàöèÿ î ñèëüíûõ ãîìîëîãèÿõ è èõ ïðèëîæåíèÿõ ñî-

äåðæèòñÿ â îáçîðå Ñêëÿðåíêî [20].

1.3 Ýëåìåíòû ïåðâîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêòîðà F : C → Ab íà ìàëîé êàòåãîðèè Õîôô [98]
èíòåðïðåòèðóåò ýëåìåíòû èç lim 1

CF êàê êëàññû ñêðåùåííûõ ãîìîìîðôèç-
ìîâ. Ãîëàøèíñêèé [91] è Ôîðä [86] äàëè äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Çàïèñü C+ îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ â C îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç '+'.
Ñêðåùåííûå ãîìîìîðôèçìû. Ñêðåùåííûì ïðîèçâåäåíèåì F è C íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

(F ×χ C)+ =
∐

(a,b)∈ObC×ObC
F (b)× C(a, b)

ñ çàêîíîì êîìïîçèöèè, çàäàííîì êàê (z′, f ′) + (z, f) = (z′ + F (f ′)z, f ′ ◦ f),
äëÿ f ′ è f , äëÿ êîòîðûõ êîìïîçèöèÿ f ′ ◦ f îïðåäåëåíà.

Ñóììà ãðóïï
∐

c∈ObC F (c) â êàòåãîðèè ãðóïïîèäîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäêàòå-
ãîðèåé ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñêðåùåííûì ãîìîìîðôèçìîì èç C â
F íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ψ ∈ ∏

f∈Mor C F (cod (f)) = C1(C, F ), äëÿ êîòîðîãî
d1ψ = 0. Ãëàâíûì ñêðåùåííûì ãîìîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé
ψ ∈ Imd0. Ñêðåùåííûå ãîìîìîðôèçìû � ýòî â òî÷íîñòè òå ôóíêöèè ψ :
MorC→ ∐

c∈ObC F (c), äëÿ êîòîðûõ ψ(f) ∈ F (cod (f)) è

ψ(f ′ ◦ f) = ψ(f ′) + F (f ′)(ψ(f)), f ′ ◦ f .

Îíè áóäóò ãëàâíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå τ ∈ C0(C, F ), ÷òî

ψ(f) = τ(cod (f))− F (f)τ(dom (f)) ∀f ∈ MorC.
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Ïóñòü B1(C, F ) � ïîäãðóïïà ýëåìåíòîâ ãðóïïû Z1(C, F ) ñêðåùåííûõ
ãîìîìîðôèçìîâ, ñîñòîÿùàÿ èç ãëàâíûõ.

Ýëåìåíòû ãðóïïû lim 1
CF ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññû ñêðåùåííûõ

ãîìîìîðôèçìîâ ïî ìîäóëþ ãëàâíûõ ñêðåùåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ, èáî

lim 1
CF ∼= Z1(C, F )/B1(C, F ).

Âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (F ×χ C)+ îïðå-
äåëåííûì ñ ïîìîùüþ τ ∈ C0(C, F ) íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð èç ñêðåùåííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â ñåáÿ, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

(z, f) 7→ (τ(cod (f)) + z − F (f)(τ(dom (f)), f).

Ïðåäëîæåíèå 1.12 [98] Ãðóïïà âñåõ îáðàòèìûõ ôóíêòîðîâ ñêðåùåííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â ñåáÿ, èíäóöèðóþùèõ òîæäåñòâåííûå ôóíêòîðû íà ïîä-
êàòåãîðèè

∐
c∈ObC F (c) è êàòåãîðèè C, èçîìîðôíà ãðóïïå Z1(C, F ) ñêðå-

ùåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ. Îòíîñèòåëüíî ýòîãî èçîìîðôèçìà âíóòðåííèå
àâòîìîðôèçìû ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (F ×χ C)+, îïðåäåëåííûå ñ ïî-
ìîùüþ τ ∈ C0(C, F ), ñîîòâåòñòâóþò ãëàâíûì ãîìîìîðôèçìàì.

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â [86] è [91] äèôôåðåíöèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ýëåìåíò èç Z1(C, F ). Ýëåìåíòû èç B1(C, F ) íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lhc êîìïîçèöèþ ôóíêòîðîâ L : Ens →
Ab è hc. Ïóñòü J(C) çàäàíà ñ ïîìîùüþ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 →
J(C) → ∑

c∈ObC Lhc → ∆CZ → 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîð-
ôèçì

AbC(J(C), F ) ∼= Der(C, F ),

äëÿ n ≥ 1. Ýòî ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííûì èçîìîðôèçìàì

lim n+1
C F ∼= Rn(Der(C, F )),

ãäå RnDer(C,−) � n-å ïðàâûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêòîðà Der(C,−).

1.4 Êàòåãîðèè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0
Ôóíêòîð ïðåäåëà lim C : ModCR → ModR âñåãäà òî÷åí ñëåâà. Âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êîãäà îí òî÷åí? Ýòîò âîïðîñ ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå
õàðàêòåðèçàöèè ìàëûõ êàòåãîðèé C êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè c.d.C =
0.
Ãèïîòåçà Îáåðñòà. Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ èìåþùåé ïðàâûé íóëü, åñëè
ñóùåñòâóåò ýíäîìîðôèçì ε íåêîòîðîãî îáúåêòà, îáëàäàþùåãî ìîðôèçìàìè
âî âñå äðóãèå îáúåêòû, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì α ◦ ε = β ◦ ε, äëÿ
êîòîðûõ îáå ÷àñòè èìåþò ñìûñë. Â ñëó÷àå R = Z Îáåðñò ïðåäïîëîæèë,
÷òî c.d.C = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
êàòåãîðèè C èìååò ïðàâûé íóëü [146].

Ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Ëàóäàëîì [123]:
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Òåîðåìà 1.13 [123] Ôóíêòîð ïðåäåëà AbC → Ab òî÷åí, åñëè è òîëüêî
åñëè âñå êîìïîíåòû ñâÿçíîñòè C èìåþò ïðàâûå íóëè.

Êàòåãîðèè R-êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íóëü.Äëÿ êàæäîãî êîëü-
öà R ñ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî c.d.R C ≤ c.d.C. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
Ëàóäàë îõàðàêòåðèçîâàë ìàëûå êàòåãîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå c.d.R C = 0
äëÿ âñåõ êîëåö R ñ 1. ×åíã ïîëó÷èë áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î êàòåãîðè-
ÿõ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì c.d.R C = 0:

Îïðåäåëåíèå 1.6 [63] C�ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ôóíê-
òîð C → Ens. C�ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè îíî ÿâëÿ-
åòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ C�ìíîæåñòâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îíî íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì.

Ôóíêòîð RA : C → ModR îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ðàâíûé íà p ∈ ObC ñâî-
áîäíûì R�ìîäóëÿì RA(p), ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâàìè A(p), ñ î÷åâèäíûì
ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ äî ãîìîìîðôèçìîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h∗ : Cop → EnsC âëîæåíèå Èîíåäû. Êàæäîå C�
ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì íåðàçëîæèìûõ C�ìíî-
æåñòâ Ai. Êàòåãîðèè h∗/A áóäóò èìåòü êîìïîíåíòû h∗/Ai, à RA áóäåò ïðÿ-
ìîé ñóììîé ôóíêòîðîâ RAi. Îáîçíà÷èì α E = {α ◦ ε : ε ∈ E}.

Òåîðåìà 1.14 Ïóñòü A � òàêîå íåðàçëîæèìîå C�ìíîæåñòâî, ÷òî îòî-
áðàæåíèÿ A(α) èíúåêòèâíû äëÿ âñåõ α èç C. Òîãäà RA ïðîåêòèâåí, åñëè
è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò îáúåêò e èç (h∗/A)op, êîòîðûé îáëàäàåò ìîð-
ôèçìàìè âî âñå îáúåêòû è òàêîé, ÷òî êàòåãîðèÿ (h∗/A)op(e, e) ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî E ñî ñâîéñòâàìè:

(a) αE = βE äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ α, β, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî èìå-
åò ñìûñë (òî åñòü èìåþùèõ îäèíàêîâóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ e è îáùóþ
êîîáëàñòü).

(b) Ïîðÿäîê ìíîæåñòâà E îáðàòèì â R.

Òåîðåìà 1.15 Ïóñòü C � ñâÿçíàÿ ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, R � êîëüöî ñ 1. Òî-
ãäà c.d.R C = 0, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îáúåêò e ∈ ObC,
îáëàäàþùèé ìîðôèçìàìè âî âñå îáúåêòû, ÷òî C(e, e) ñîäåðæèò êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî E ñî ñâîéñòâàìè:

(a) αE = βE, êàê òîëüêî ðàâåíñòâî èìååò ñìûñë;
(b) Ïîðÿäîê E îáðàòèì â R.

Çäåñü αE îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî {α ◦ ε : ε ∈ E}.

Ñëåäñòâèå 1.16 [66] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � íåðàçëîæèìîå C�ìíîæå-
ñòâî, òàêîå ÷òî îòîáðàæåíèÿ A(α) èíúåêòèâíû äëÿ âñåõ α. Òîãäà ZA
ïðîåêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè (h∗/A)op èìååò ïðàâûé íóëü.

Ìîíîèäû ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íóëü.
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Ñëåäñòâèå 1.17 Ïóñòü M � ìîíîèä. Òîãäà c.d.RM = 0, åñëè è òîëüêî
åñëè â íåì ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî E, ÷òî:

(a) mE = E äëÿ âñåõ m ∈ M ,
(b) Ïîðÿäîê E îáðàòèì â R.

Çíà÷èò, åñëè G � ãðóïïà, òî c.d.RG = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G èìååò
êîíå÷íûé ïîðÿäîê, è ýòîò ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì â R.

Ãðóïïîâîé ðåôëåêòîð M̂ ìîíîèäà M îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèå íà M
ôóíêòîðà, ñîïðÿæåííîãî ñëåâà ê âëîæåíèþ êàòåãîðèè ãðóïï â êàòåãîðèþ
ìîíîèäîâ. Ñ ïîìîùüþ Ñëåäñòâèÿ 1.17 ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 1.18 [69] Ïóñòü M � êîíå÷íî-ïîðîæäåííûé àáåëåâ ìîíîèä.
Òîãäà c.d.RM = 0, åñëè è òîëüêî åñëè c.d.RM̂ = 0.

1.5 Ðàñøèðåíèÿ êàòåãîðèè
Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, F : C → Ab � ôóíêòîð. Õîôô [98] è Ìèò÷åë
[142] óñòàíîâèëè, ÷òî ýëåìåíòû èç lim 2

CF ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññû
ðàñøèðåíèé C ñ ïîìîùüþ ôóíêòîðà F : C → Ab. Äàòóàøâèëè [1] è Ãîëà-
øèíñêèé [91] îáîáùèëè èõ ïîñòðîåíèÿ íà ýëåìåíòû èç lim nF .
Ðàñøèðåíèå ôóíêòîðîâ ñ ïîìîùüþ êàòåãîðèè. Ðàñøèðåíèåì êàòå-
ãîðèé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêòîðîâ

H
i−→ E

π−→ C

òàêèõ, ÷òî C � ôàêòîð-êàòåãîðèÿ êàòåãîðèè E, i � èíúåêöèÿ, π � ïðîåêöèÿ,
â ÷àñòíîñòè, π � ïîëíûé ôóíêòîð, è π áèåêòèâåí íà îáúåêòàõ.

Áîëåå òîãî, ìû òðåáóåì äëÿ ëþáûõ f ∈ MorE, g ∈ MorE ðàâíîñèëü-
íîñòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà π(f) = π(g) ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî ìîðôèçìà
z ∈ MorE, ÷òî g = i(z) + f . (Êîìïîçèöèÿ â E îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç "+"è
êàæäûé îáúåêò e ∈ ObE îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ π(e) ∈ ObC.)

Ïóñòü F : C→ Ab � ôóíêòîð. Ðàñøèðåíèåì F ñ ïîìîùüþ C íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèå êàòåãîðèé

∐

c∈ObC
F (c) i−→ E

π−→ C,

òàêîå, ÷òî i(F (π(b))) ⊆ Aut(b) äëÿ êàæäîãî b ∈ ObE.
Äâà ðàñøèðåíèÿ

∐
c∈ObC F (c) i→ E

π→ C è
∐

c∈ObC F (c) i′→ E′ π′→ C
íàçûâàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêòîð µ : E → E′,
÷òî êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà

∐
c∈ObC F (c) i−→ E

π−→ C
↓ = ↓ µ ↓ =

∐
c∈ObC F (c) i′−→ E′ π′−→ C,
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Ïóñòü Opext1(C, F ) áóäåò ìíîæåñòâîì âñåõ êëàññîâ êîíãðóýíòíîñòè ðàñøè-
ðåíèé F ñ ïîìîùüþ C. Õîôô äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå w1 : Opext(C, F ) → lim 2

CF .
Â [99] ïîíÿòèå ðàñøèðåíèÿ áûëî îáîáùåíî äëÿ èíòåðïðåòàöèè íåàáåëå-

âûõ êîãîìîëîãèé, êîýôôèöèåíòû ïðè ýòîì îáîáùåíèè ìîãóò áûòü íå ôóíê-
òîðèàëüíûìè.
Ðàññëîåíèÿ. Ìèò÷åë [142] ââåë ïîíÿòèå ðàññëîåíèÿ. Ôóíêòîð π : E → C
íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì íà ãðóïïîèäû, åñëè âûïîëíåííû ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ.

(a) Äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ y ∈ ObE, b ∈ ObC è äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà
β : b → π(y) ñóùåñòâóþò òàêèå îáúåêò x ∈ ObE è ìîðôèçì α : x → y, ÷òî
π(α) = β.

(b) Äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ x, y, z è ìîðôèçìîâ α1 : x → z, α2 : y → z
êàòåãîðèè E, è äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà β : π(x) → π(y) èç C, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî óñëîâèþ π(α2) ◦ β = π(α1), ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
α : x → y, ÷òî π(α) = β.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c ∈ ObC ìîðôèçìû α ∈ π−1(1c) ñîñòàâëÿþò ïîäêà-
òåãîðèþ èç E, íàçûâàþùóþñÿ ñëîåì íàä c. Êàæäûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïî-
èäîì. Åñëè ñëîè Gc = π−1(1c) äëÿ âñåõ c ∈ ObC ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè, òî π
áóäåò íàçûâàòüñÿ ðàññëîåíèåì íà ãðóïïû Gc.

Ïóñòü π : E → C � ðàññëîåíèå íà ãðóïïû Gc, c ∈ ObC. Òîãäà π � áèåê-
öèÿ íà îáúåêòàõ, è ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü îáúåêòû èç C è E ñ ïîìîùüþ
π. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî E èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(a) Äëÿ ëþáûõ α ∈ E(a, b) è g ∈ Gb âåðíû ðàâåíñòâà gα = αg′, ïðè
íåêîòîðûõ g′ ∈ Ga.

(b) Åñëè α ∈ E(a, b) è αg = αg′, ïðè íåêîòîðîì g′ ∈ Ga, òî g = g′.
Èìååì π(α) = π(α′) â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ Ga âåðíî ðà-

âåíñòâî α′ = αg. Ïîñêîëüêó π ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ôóíêòîðîì, îí ìîæåò áûòü
îòîæäåñòâëåí ñ åñòåñòâåííûì ôóíêòîðîì êàòåãîðèè E íà ôàêòîð-êàòåãî-
ðèþ.

Ïóñòü, íàîáîðîò, çàäàíà êàòåãîðèÿ E, ñíàáæåííàÿ ïîäãðóïïàìè Ga ⊆
Aut(a), óäîâëåòâîðÿþùèìè äëÿ âñåõ a ∈ ObE óñëîâèÿì (a) è (b). Ïîëîæèì
α ∼ α′ äëÿ ëþáûõ ïàðàëëåëüíûõ ìîðôèçìîâ, äîïóñêàþùèõ ðàâåíñòâà α′ =
αg äëÿ íåêîòîðûõ g ∈ Ga. Èç óñëîâèÿ (a) è ñâîéñòâà Ga áûòü ãðóïïàìè
ñëåäóåò, ÷òî ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì êîíãðóýíòíîñòè íà E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
C ôàêòîð-êàòåãîðèþ E/ ∼. Èç (b) âûòåêàåò, ÷òî åñòåñòâåííûé ôóíêòîð
π : E → C ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì, ñëîÿìè êîòîðîãî ñëóæàò ãðóïïû Ga.

Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå π : E → C íà ãðóïïû Ga. Îáîçíà÷èì ýëåìåíò
g′ èç óñëîâèÿ (a), åäèíñòâåííûé ñîãëàñíî (b), ÷åðåç G(α)(g). Òîãäà G(α) :
Gb → Ga � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è âåðíî

G(α′α) = G(α)G(α′), G(1a) = 1Ga .

Èíûìè ñëîâàìè, G : Eop → Grp áóäåò ôóíêòîðîì â êàòåãîðèþ ãðóïï. Äëÿ
êàæäîãî x ∈ MorC îáîçíà÷èì ÷åðåç γx ìîðôèçì êàòåãîðèè E, äëÿ êîòîðîãî
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π(γx) = x. Ñåìåéñòâî γ íàçûâàåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ π. Åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîäõîäÿùåå ñåìåéñòâî γ, ÷òî γ : C → E ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì, òî π
íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì ðàññëîåíèåì.

Äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ñåìåéñòâî γ íå ñîñòàâëÿåò ôóíêòîð, êîìïîçèöèÿ

Cop γ→ Eop G→ Grp (3)

ìîæåò áûòü ôóíêòîðîì. Ñäåëàåì íàáëþäåíèå, ÷òî åñëè g ∈ Gb, h ∈ Ga è α ∈
E(a, b), òî gαh = αg′h = αhh−1g′h, è çíà÷èò G(αh)(g) = h−1G(α)(g)h. Åñëè
Ga � àáåëåâû, òî êîìïîçèöèÿ (3) � ôóíêòîð è íå çàâèñèò îò ïîäõîäÿùåãî
ñåìåéñòâà γ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàëóþ êàòåãîðèþ C è ôóíêòîð F : Cop → Ab. Ðàñ-
ñëîåíèå π : E → C íà àáåëåâû ãðóïïû, äëÿ êîòîðîãî êîìïîçèöèÿ (3) ðàâíà
çàäàííîìó ôóíêòîðó F , áóäåò íàçûâàòüñÿ ðàññëîåíèåì íàä C ñ ïîìîùüþ
F . Äâà òàêèõ ðàññëîåíèÿ π : E → C è π′ : E′ → C áóäóò íàçûâàòüñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêòîð T : E → E′, äåëàþùèé êîììó-
òàòèâíîé äèàãðàììó

∐
c∈ObC F (c) ⊆ E

π−→ C
↓ = ↓ T ↓ =

∐
c∈ObC F (c) ⊆ E′ π′−→ C.

Òàêîé ôóíêòîð T äîëæåí áûòü èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ýòî îòíîøå-
íèå áóäåò îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ðàññëîåíèÿõ íàä C ñ ïîìîùüþ
F .

Òåîðåìà 1.19 [142] Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, F : C→ Ab � ôóíêòîð.
Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè ýê-
âèâàëåíòíîñòè ðàññëîåíèé íàä C ñ ïîìîùüþ F è ýëåìåíòàìè ãðóïïû êî-
ãîìîëîãèé H2(Cop, F ).

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 1.7 [142] Åñëè âñå ðàññëîåíèÿ íàä êàòåãîðèåé C íà
àáåëåâû ãðóïïû ðàñùåïëÿåìû, òî áóäóò ëè âñå ðàññëîåíèÿ íàä C íà íå îáÿ-
çàòåëüíî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû ðàñùåïëÿåìû? Âåðíî ëè ýòî õîòÿ áû â
ñëó÷àå, êîãäà C � ÷. ó. ìíîæåñòâî?

Îïåðàöèè íàä ðàñøèðåíèÿìè. Â [91] Ãîëàøèíñêèé îáîáùèë êîíñòðóê-
öèþ Õîôôà. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, F : C→ Ab � ôóíêòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F+ =

∐
c∈ObC F (c) ãðóïïîèä, ïîëó÷åííûé êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

ãðóïï F (c). Äëÿ ðàñøèðåíèÿ E : F+ → E → C è åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ϕ : F → F ′ êîäåêàðòîâ êâàäðàò

F+ α−→ E
↓ ϕ+ ↓ γ

F ′+ α′−→ E′
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äàåò ðàñøèðåíèå E ′ : F ′+ α′→ E′ β′→ C è êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

F+ α−→ E
β−→ C

↓ ϕ+ ↓ ↓ 1C
F ′+ α′−→ E′ β′−→ C

Ïîëîæèì E ′ = E ◦ ϕ è íàçîâåì åãî êîìïîçèöèåé E è ϕ.
Äâîéñòâåííî, äëÿ ðàñøèðåíèÿ E : F+ → E → C è ôóíêòîðà δ : C′ → C

äåêàðòîâ êâàäðàò
E′ β′−→ C′
↓ γ ↓ δ

E
β−→ C

äàåò ðàñøèðåíèå E ′ : (Fγ)+ → E ′ → C′ è êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(Fγ)+ α′−→ E′ β′−→ C′
↓ ↓ γ ↓ δ

F+ α−→ E
β−→ C

Ïîëîæèì E ′ = γ E è íàçîâåì åãî êîìïîçèöèåé γ è E .
Ïðåâðàòèì Opext1(C, F ) â àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîé

ñëåäóþùèì îáðàçîì ñóììû Áýðà:
Ïóñòü ∆C : C→ C× C áóäåò ôóíêòîð äèàãîíàëè, ∇F : ((F ×F )∆C)+ →

F+ � êîäèàãîíàëüíûé ìîðôèçì äëÿ F , çàäàííûé ñ ïîìîùüþ ñëîæåíèÿ
(∇F )c : F (c) × F (c) +→ F (c), ïðè êàæäîì c ∈ ObC. Äëÿ çàäàííûõ äâóõ
ðàñøèðåíèé E : F+ α→ E

β→ C è E ′ : F+ α′→ E′ β′→ C′ îïðåäåëèì èõ ïðîèçâå-
äåíèå êàê ðàñøèðåíèå E × E ′ : (F × F )+ α×α′→ E × E′ β×β′→ C′.

Ïðåäëîæåíèå 1.20 [91, Ïðåäëîæåíèå 1.1] Ìíîæåñòâî Opext1(C, F ) ÿâ-
ëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, ñîïîñòàâëÿþùåé êëàñ-
ñàì êîíãðóýíòíîñòè ðàñøèðåíèé E è E ′ êëàññ êîíãðóýíòíîñòè ðàñøèðå-
íèÿ E + E ′ = ∇F (( E × E ′)∆C)

Íóëåâûì ýëåìåíòîì â Opext1(C, F ) áóäåò êëàññ êîíãðóýíòíîñòè ðàñøè-
ðåíèÿ F+ → F ×χ C → C, ãäå F ×χ C � ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå F è
C.

Òåîðåìà 1.21 [91] Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ïî F èçîìîðôèçì

w1 : Opext1(C, F )
∼=→ H2(C, F ).

Ãîëàøèíñêèé [91] îïðåäåëÿåò n�êðàòíîå ðàñøèðåíèå F ñ ïîìîùüþ C
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàòåãîðèé è ôóíêòîðîâ

E : F+ α0→ F+
1

α1→ · · · → F+
n−1

αn−1→ Fn
αn→ C,
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ãäå F, F1, · · · , Fn−1 � ôóíêòîðû C → Ab, à Fn � êàòåãîðèÿ, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóþò òàêèå ðàñøèðåíèÿ

E0 : F+ α0→ F+
1

β1→ G1,

E i : F+
i

γi→ F+
i+1

βi+1→ Gi+1, for i = 1, 2, · · · , n− 2,

En−1 : Fn−1
γn−1→ Fn

βn→ C

÷òî γi ◦ βi = αi ïðè i = 1, 2, · · · , n− 1. Ìû çàïèñûâàåì E êàê êîìïîçèöèþ n
ðàñøèðåíèé E i, â âèäå E = E0 ◦E1 ◦ · · · ◦En−1. Ëþáîé ìîðôèçì äâóõ òàêèõ
n�êðàòíûõ ðàñøèðåíèé E è E ′ çàäàåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêòîðîâ
(idF+ , γ+

1 , · · · , γ+
n−1, γn, idC), äëÿ êîòîðîé êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

F+ α0−→ F+
1

α1−→ · · · −→ F+
n−1

αn−1−→ Fn
αn−→ C

↓ 1F+ ↓ γ+
1 ↓ γ+

n−1 ↓ γ+
n ↓ 1C

F+ α′0−→ F ′+1
α′1−→ · · · −→ F ′+n−1

α′n−1−→ F ′n
α′n−→ C

Ðàñøèðåíèå E íàçûâàåòñÿ êîíãðóýíòíûì E ′, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàñøèðåíèé E0, E1, · · · , En, ÷òî E0 = E , En = E ′, ïðè÷åì
äëÿ êàæäîãî 0 < i ≤ n ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ëèáî èç E i−1 â E i, ëèáî èç E i

â E i−1.
Ïóñòü Opextn(C, F ) � ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ êîíãðóýíòíîñòè n�êðàò-

íûõ ðàñøèðåíèé F ñ ïîìîùüþ C. Îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ n�êðàòíûõ ðàñ-
øèðåíèé F ñ ïîìîùüþ C ñ "êîìïîíèðóåìûìè"ìîðôèçìàìè, òî÷íåå, äëÿ
E = E0 ◦ E1 ◦ · · · ◦ En−1 ìû îïðåäåëèì Eϕ, êàê òîëüêî ϕ : F → F ′ åñòü
åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, è γ E , êàê òîëüêî γ : C′ → C åñòü ôóíêòîð,
ïî ôîðìóëàì

γ E = (γ E0) ◦ E1 ◦ · · · ◦ En−1,

Eϕ = E0 ◦ E1 ◦ · · · ◦ ( En−1ϕ).

Ñóììà Áýðà îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ E è E ′ ïî îáû÷íîé ôîðìóëå E+ E ′ = ∇F ( E×
E ′)∆C. Ãîëàøèíñêèé äîêàçàë, ÷òî ñóììà Áýðà ïðåâðàùàåò Opextn(C, F ) â
àáåëåâó ãðóïïó, è ÷òî ñåìåéñòâî Opextn ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ôóíêòîðîâ. Áîëåå òîãî, îí ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.22 Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

w = {wn : Opextn(C,−) → lim n+1
C (−), n ≥ 1}

ñâÿçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêòîðîâ.

1.6 Êàòåãîðèè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1
Ìàëàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé ñ ñîêðàùåíèÿìè, åñëè êàæäûé åå
ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì è ýïèìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, C áó-
äåò êàòåãîðèåé ñ ñîêðàùåíèÿìè, åñëè è òîëüêî åñëè α◦x◦β = α◦y◦β ⇒ x = y
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äëÿ âñåõ α, β, x, y ∈ C. Ïóñòü Γ � (îðèåíòèðîâàííûé) ãðàô, WΓ � êàòåãîðèÿ
ïóòåé â Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1 ìíîæåñòâî âñåõ ñòðåëîê èç Γ. Åñëè êàòåãîðèÿ
C èçîìîðôíà êàòåãîðèè ÷àñòíûõ êàòåãîðèè WΓ, ïîëó÷åííîé îáðàùåíèåì
ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà Σ ⊆ Γ1, òî C íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî
ñâîáîäíîé, èëè êàòåãîðèåé ìîñòîâ. Ìèò÷åë äîêàçàë, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî
ñâîáîäíàÿ êàòåãîðèÿ èìååò êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ≤ 1.
Ìîíîèäû êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1. Êàæäûé ìîíîèä áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëàÿ êàòåãîðèÿ ñ îäíèì îáúåêòîì. Ñòîëëèíãñ [177]
è Ñóîí [179] äîêàçàëè, ÷òî âñå ãðóïïû êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1
ñâîáîäíû. Ìèò÷åë [133] ïîêàçàë, ÷òî ýòî íåâåðíî â ñëó÷àå êîììóòàòèâíûõ
ìîíîèäîâ.

Ãèïîòåçà 1.8 [133] Ïóñòü C � ìîíîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè. Òîãäà c.d.C ≤ 1,
åñëè è òîëüêî åñëè C ÷àñòè÷íî ñâîáîäåí.

Ýòà ãèïîòåçà áûëà îïðîâåðãíóòà Á. Â. Íîâèêîâûì, ïîñòðîèâøèì êîíòð-
ïðèìåðû â [143]. Íîâèêîâ äîêàçàë, ÷òî âñå ïîäìîíîèäû àääèòèâíîé ãðóïïû
öåëûõ ÷èñåë Z èìåþò êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ≤ 1 [12]. Ïîäìîíîèä
â N ñâîáîäåí, åñëè è òîëüêî åñëè îí èçîìîðôåí N, ñòàëî áûòü ñóùåñòâóþò
íå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ìîíîèäû ñ ñîêðàùåíèÿìè êîãîìîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè 1. Äëÿ ëþáîé ïîëóãðóïïû S, íå ñîäåðæàùåé åäèíèöû, îïðå-
äåëèì c.d.S êàê c.d.(S ∪{1}). Íîâèêîâ [12] äîêàçàë, ÷òî âñå êîììóòàòèâíûå
ïîëóãðóïïû ñ ñîêðàùåíèÿìè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1 èçîìîðôíû
ëèáî Z, ëèáî ïîäïîëóãðóïïå èç N. Ìû îáÿçàíû óïîìÿíóòü çäåñü ðàáîòó [69],
èáî îíà ñîäåðæèò ýòî óòâåðæäåíèå êàê ñëåäñòâèå.

Èñïîëüçóÿ ñâîè ðåçóëüòàòû èç [13], Íîâèêîâ äîêàçàë â [144] ñëàáóþ ãè-
ïîòåçó Ìèò÷åëà î òîì, ÷òî ïîëóãðóïïà ñ ñîêðàùåíèÿìè êîãîìîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè 1 äîïóñêàåò âëîæåíèå â ñâîáîäíóþ ãðóïïó.

Ðåêîìåíäóåì îáçîð Íîâèêîâà [15] äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ïîëíîé èíôîð-
ìàöèè î êîãîìîëîãèÿõ ìîíîèäîâ.
Êàòåãîðèè ñ óñëîâèåì îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé è ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1. ×åíã [61]
îõàðàêòåðèçîâàë êîíå÷íûå ÷. ó. ìíîæåñòâà C, äëÿ êîòîðûõ c.d.R C ≤ 1.
Íàïîìíèì, ÷òî âûñîòîé ýëåìåíòà x êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ
íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ñòðîãèõ íå-
ðàâåíñòâ x0 < x1 < · · · < xn = x. Åñëè x, y ∈ C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
]x, y[= ∅, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì äëÿ x, à x �
êîïîêðûòèåì äëÿ y. Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò èç C ëèøíèì, åñëè îí èëè
èìååò âûñîòó 0 (ìèíèìàëåí) è òîëüêî îäíî ïîêðûòèå, èëè îí èìååò âûñîòó 1
è òîëüêî îäíî êîïîêðûòèå. Ïîâòîðÿÿ íàñêîëüêî âîçìîæíî ïðîöåññ óäàëåíèÿ
ëèøíåãî ýëåìåíòà, ìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, îáîçíà÷àåìîå
÷åðåç E(C).

Äëÿ êàæäîãî a ∈ C ðàññìîòðèì ÷. ó. ìíîæåñòâî Ca = {x ∈ C : x ≤ a}.
×åðåç C = pt îáîçíà÷àåòñÿ ÷. ó. ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà.
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Òåîðåìà 1.23 [61, Òåîðåìà 1.8] Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1, C � ÷. ó. ìíîæå-
ñòâî, ó êîòîðîãî Ca êîíå÷íû äëÿ âñåõ a ∈ C. Òîãäà c.d.R C ≤ 1, åñëè è
òîëüêî åñëè E(Ca) = pt äëÿ âñåõ a ∈ C.

Ïîä n�êîðîíîé Cn, ïðè n ≥ 2, ìû ïîíèìàåì ÷. ó. ìíîæåñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç 2n + 1 ýëåìåíòîâ {e1, e2, . . . , en, f1, f2, . . . , fn, g}, óïîðÿäî÷åííîå ñ
ïîìîùüþ ei < fi < g ïðè 1 ≤ i ≤ n, ei < fi−1 ïðè 2 ≤ i ≤ n è e1 < fn.

n�êîðîíà Cn

g
r

f1 r r r r r r fn

r r r
r r re1 r r en

PP
P
@��

��
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�� PP
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Êàòåãîðèåé ñ óñëîâèåì óáûâàþùèõ öåïåé (DCC) íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ,
â êîòîðîé äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîðôèçìîâ α1, α2, · · · , óäîâëåò-
âîðÿþùåé ðàâåíñòâàì dom (αi) = cod (αi+1) äëÿ âñåõ i, îáÿçàòåëüíî ñóùå-
ñòâóåò òàêîé k, ÷òî αi = 1 äëÿ âñåõ i > k. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ DCC êàòåãîðèÿ
ÿâëÿåòñÿ äåëüòîé. DCC êàòåãîðèè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1 áûëè
îõàðàêòåðèçîâàíû ×åíãîì â [65].

Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Ïîä (ñèíãóëÿðíîé) n�êîðîíîé (x1, . . . , xn,
y1, . . . , yn, z1, . . . , zn) â êàòåãîðèè C áóäåò ïîíèìàòüñÿ äèàãðàììà Cn : Cn →
C, èìåþùàÿ ñâîéñòâà

xi = Cn(fi < g), yi = Cn(ei < fi), i = 1, · · · , n, z1 = Cn(e2 < f1),

z2 = Cn(e3 < f2), . . . , zn−1 = Cn(en < fn−1), zn = Cn(e1 < fn).

Äèàãðàììà â C âèäà
•

y
−→−→
z

• x−→ • ,

ãäå x y = x z è y 6= z, íàçûâàåòñÿ 1-êîðîíîé.
Áóäåì íàçûâàòü 1-êîðîíó C1 â C ïîääåðæàííîé â C, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ n�êîðîíà (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zn) â C, ÷òî y = x1 y1, z =
xn yn, ãäå âñå xi 6= 1. Îïðåäåëèì n�êîðîíó (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zn)
â C êàê ïîääåðæàííóþ ìåæäó yk è zk, åñëè ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ
äèàãðàììà â C

xk

r
t1

v1 vp

r r r r r r tp
r r r
r r rs1

r r sp
r

PP
P
@��

��
�
�� �

�
r

r

�

24



óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì yk = v1 s1 è vp tp = zk, è òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî i èç èíòåðâàëà 1 ≤ i ≤ p ñóùåñòâóþò j 6= k è êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

• −→ •
↓ vi ↓ xj

• xk−→ •

Åñëè Cn ïîääåðæàíà â C ìåæäó yk è zk äëÿ âñåõ k, òî Cn íàçûâàåòñÿ
ïîääåðæàííîé â C.

Òåîðåìà 1.24 [65] Ïóñòü C � DCC êàòåãîðèÿ, R � êîëüöî ñ 1. Òîãäà
c.d.R C ≤ 1, åñëè è òîëüêî åñëè êàæäàÿ n�êîðîíà, ñîäåðæàùàÿñÿ â C,
n ≥ 1, ïîääåðæàíà â C.

Êàê íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé ×åíãîì:

Òåîðåìà 1.25 [67] Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ óñëîâèåì îáðûâà óáû-
âàþùèõ öåïåé, à R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî ñ 1. Òîãäà c.d.R C ≥ 2, åñëè è
òîëüêî åñëè C ñîäåðæèò Cn äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2 êàê ðåòðàêò â êàòå-
ãîðèè ÷. ó. ìíîæåñòâ è ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé.

Óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé íå ìîæåò áûòü óäàëåíî, èáî ñóùå-
ñòâóþò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé êîãîìîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè [137], òîãäà êàê ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò
ñîäåðæàòü Cn êàê ðåòðàêò.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî Òåîðåìà 1.25 íå âåðíà â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà C íå
ÿâëÿåòñÿ ÷. ó. ìíîæåñòâîì, ×åíã [65] ðàññìîòðåë êàòåãîðèþ D, çàäàííóþ
ãðàôîì
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a db c

x y

ñ ñîîòíîøåíèÿìè x a = y b è x c = y d. Êàòåãîðèÿ D ñîäåðæèò 2-êîðîíó
(x, y, a, d, c, b), íå ïîääåðæàííóþ â D, çíà÷èò, c.d.R D ≥ 2. Íî D íå ñîäåðæèò
íèêàêóþ 2-êîðîíó â êà÷åñòâå ðåòðàêòà.

Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî S ÷. ó. ìíîæåñòâà ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ïîëíóþ
ïîäêàòåãîðèþ ñ ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ S.

Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî, îáîçíà÷èì Č ÷. ó. ìíîæåñòâî, ïîëó÷åí-
íîå èç C äîáàâëåíèåì äâóõ íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ a è b, ñ ñîîòíîøåíèÿìè
a < c è b < c äëÿ âñåõ c ∈ C. Åñëè C � ïðîèçâîëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî,
òî ìû îïðåäåëèì åãî õâîñò êàê òàêîå ïîäìíîæåñòâî M , ÷òî Mop åñòü ìàê-
ñèìàëüíîå íàïðàâëåííîå ïîäìíîæåñòâî â Cop. Åñëè M � õâîñò C, òî M ′

áóäåò îáîçíà÷àòü ïîäìíîæåñòâî èç M , ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, íå ñîäåðæà-
ùèõñÿ â äðóãèõ õâîñòàõ. Åñëè M ′ íå ïóñòî, òî M ′op áóäåò êîíôèíàëüíûì
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ïîäìíîæåñòâîì â Mop. Â îáùåì ñëó÷àå M ′ ìîæåò áûòü ïóñòûì, íî íå â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç C ñîäåðæèòñÿ ëèøü â êîíå÷íîì
÷èñëå õâîñòîâ [68, Ëåììà 12]. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè, ïóñòü Mi � õâîñòû C,
i ∈ I, è ïóñòü Ĉ � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

Ĉ = (C− ∪i∈IM
′
i) ∪ {ei : i ∈ I},

ãäå îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ïåðâîì ÷ëåíå ñóòü îãðàíè÷åíèå îòíîøåíèÿ ïî-
ðÿäêà C, è âñå îòíîøåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ei, èìåþò âèä ei < p, ãäå
p ∈ Mi−M ′

i . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî x ∈ Ĉ ñóùåñòâóåò òàêîé i ∈ I, ÷òî
ei ≤ x, ïðè÷åì âñå ei ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè. ×åíã è Ìèò÷åë
ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.26 Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò
ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå, ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå õâîñòîâ. Òîãäà c.d.R C ≤ 1,
åñëè è òîëüêî åñëè Mop èìååò ñ÷åòíîå êîíôèíàëüíîå ïîäìíîæåñòâî â
êàæäîì õâîñòå M , è Ĉ íå ñîäåðæèò íè Cn, íè γ̌op êàê ðåòðàêò, ãäå
2 ≤ n < ∞, à γ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë.

Ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè ÷àñòíûõ. Èç ðåçóëüòàòà ×åíãà, Âó è Ìèò÷åëà
[73] âûòåêàåò, ÷òî åñëè C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ è Σ ⊆ MorC � ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî, òî äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà K ñ 1 åñòåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå lim 2

Σ−1 CF → lim 2
CF ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì äëÿ âñÿêîãî

ôóíêòîðà F : Σ−1 C → ModK . Ýòî îáîáùàåò ðåçóëüòàò Áàððàòà [42], ó
êîòîðîãî C � áûë ìîíîèäîì, à Σ � ìíîæåñòâîì âñåõ åãî ýëåìåíòîâ.

Ñëåäñòâèå 1.27 Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, K � êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî ñ 1. Åñëè c.d.K C ≤ 1, òî äëÿ âñÿêîãî Σ ⊆ MorC âåðíî íåðàâåíñòâî
c.d.KΣ−1 C ≤ 1.

1.7 Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êîíñòðóêöèé
Êîïðåäåëû êàòåãîðèé. Ïóñòü I � ÷. ó. ìíîæåñòâî, {Ci}i∈I � ñåìåéñòâî
òàêèõ ìàëûõ êàòåãîðèé, ÷òî Ci ⊆ Cj äëÿ âñåõ i ≤ j. Ñåìåéñòâî êàòåãîðèé
{Ci}i∈I íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî íàïðàâëåííûì ïîêðûòèåì êàòåãîðèè C, åñëè
äëÿ êàæäîãî n ∈ N îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) NnC =
⋃
i∈I

NnCi;

(2) äëÿ êàæäîãî σ ∈ NnCi ∩ NnCj ñóùåñòâóåò òàêîé k ≤ i, j, ÷òî σ ∈
Nn Ck.

Åñëè C èìååò ëîêàëüíî íàïðàâëåííîå ïîêðûòèå ïîäêàòåãîðèÿìè {Ci}i∈I ,
òî C = colimI{Ci}.

Â [22] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè {Ci}i∈I � ôóíêòîð I → Cat, èç ÷. ó.
ìíîæåñòâà I â êàòåãîðèþ ìàëûõ êàòåãîðèé, òàêîé ÷òî ëèáî ÷. ó. ìíîæåñòâî
I ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì, ëèáî {Ci} � ëîêàëüíî íàïðàâëåííîå ïîêðûòèå
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êàòåãîðèè colimI{Ci}, òî äëÿ ëþáîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A ñ òî÷íûìè ïðî-
èçâåäåíèÿìè è ôóíêòîðà F : colimI{Ci} → A ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðâîé ÷åòâåðòè

Ep,q
2 = lim p

Iop{lim q
Ci

(F ◦ ini)} =⇒ lim p+q

colimI{Ci}F, (4)

ãäå ini : Ci → colimI{Ci} � êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû êîïðåäåëà. Â [119]
Ëàóäàë ïîñòðîèë ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) äëÿ ïîêðûòèÿ ÷. ó.
ìíîæåñòâà îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

c.d.RcolimI{Ci} ≤ c.d.Iop + sup{c.d.R Ci}. (5)

Ìèò÷åë [137] è Äàòóàøâèëè [1] äîêàçàëè íåðàâåíñòâî (5) äëÿ íàïðàâëåííîãî
êîïðåäåëà êàòåãîðèé.

Ôîðä [86] äîêàçàë, ÷òî åñëè C � àìàëüãàìà êàòåãîðèé C1 è C2 íàä D
(ò.å. êîïðåäåë äèàãðàììû C1 ⊃ D ⊂ C2), òî ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

· · · → lim n
CF → lim n

C1
F |C1 ⊕ lim n

C2
F |C2 → lim n

DF |D → lim n+1
C F → · · ·

Â ýòîì ñëó÷àå c.d.C ≤ sup{1 + c.d.D, c.d.C1, c.d.C2}.
Ïðîèçâåäåíèå êàòåãîðèé. Â [22] ïîñòðîåíà ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

lim p
C{lim q

D{F (c, d)}} =⇒ lim p+q
C×DF.

Îíà äàåò íåðàâåíñòâî c.d.R C × D ≤ c.d.R C + c.d.R D, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
êîëüöà R ñ 1 è ìàëûõ êàòåãîðèé C è D.
Ãðóïïîâîé ðåôëåêòîð ìîíîèäà. Åñëè M � àáåëåâ ìîíîèä ñ ñîêðàùå-
íèÿìè, òî ãðóïïîâîé ðåôëåêòîð M̂ áóäåò ãðóïïîé äðîáåé ìîíîèäà M , è
êàíîíè÷åñêèå ãîìîìîðôèçìû ηM : M → M̂ áóäóò èíúåêòèâíûìè.

Òåîðåìà 1.28 [69]. Åñëè M � àáåëåâ ìîíîèä, êîòîðûé ëèáî êîíå÷íî-ïî-
ðîæäåí, ëèáî äîïóñêàåò ñîêðàùåíèÿ, òî c.d.RM = c.d.RM̂ .

2 Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìàëîé êàòåãî-
ðèè

Ãîìîëîãèè ìàëîé êàòåãîðèè ââîäÿòñÿ äâîéñòâåííî êîãîìîëîãèÿì. Â ýòîé
÷àñòè ðå÷ü èäåò îá èíòåðïðåòàöèè ïåðâîãî ìîäóëÿ ãîìîëîãèé, î ðàçëè÷íûõ
õàðàêòåðèçàöèÿõ êàòåãîðèé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0, î õàðàêòåðèçà-
öèè ÷. ó. ìíîæåñòâ ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1, è î ñðàâíåíèè ãîìîëî-
ãè÷åñêîé è êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòåé.
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2.1 Ãîìîëîãèè ìàëûõ êàòåãîðèé
Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè, C � ìàëàÿ êàòå-
ãîðèÿ. Äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F : C→ A èìååì ôóíêòîð F op : Cop → Aop, â
àáåëåâó êàòåãîðèþ Aop ñ òî÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Êîïðåäåë colimCF â A
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåë lim CopF op â êàòåãîðèè Aop. Çíà÷èò, ëåâûå
ñàòåëëèòû colimC

n : AC → A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàâûå ñàòåëëèòû
ôóíêòîðà lim Cop : (Aop)C

op → Aop.
Öåïíîé êîìïëåêñ. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà {Ai}i∈I îáîçíà÷èì ÷åðåç ini :
Ai →

∑
i∈I Ai êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû â êîïðîèçâåäåíèå. Öåïíîé êîìïëåêñ

C∗(C, F ) ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç êîïðîèçâåäåíèé

Cn(C, F ) =
∑

c0→···→cn

F (c0), n ≥ 0,

è ìîðôèçìîâ ∂n =
∑n+1

i=0 (−1)i∂i
n : Cn+1(C, F ) → Cn(C, F ), ãäå ∂i

n îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ êàæäîãî

σ = (c0
α1→ c1

α2→ · · · αn+1→ cn+1) ∈ Nn+1 C

ðàâåíñòâàì

∂i
n ◦ inσ =

{
indn+1

i σ , 1 ≤ i ≤ n + 1
indn+1

0 σ ◦ F (c0
α1→ c1) , i = 0.

Ïîëîæèì Cn(C, F ) = 0 äëÿ âñåõ n < 0. Ïîä n-ì îáúåêòîì ãîìîëîãèé êàòå-
ãîðèè C ñ êîýôôèöèåíòàìè â F ïîíèìàåòñÿ îáúåêò

Hn(C, F ) = Ker∂n−1/Im∂n.

ßñíî, ÷òî äëÿ àáåëåâîé êàòåãîðèè A ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè ñóùå-
ñòâóþò èçîìîðôèçìû

colimC
n F ∼= Hn(C, F ),

åñòåñòâåííûå ïî F ∈ AC.

Ïðèìåð 2.1 (Öèêëè÷åñêèå ãîìîëîãèè) Â [76] Êîííåñ ââåë öèêëè÷åñêóþ êà-
òåãîðèþ Λ, èìåþùóþ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ObΛ = {Λn : n ∈ N}, ìîðôèç-
ìàìè ìåæäó êîòîðûìè f ∈ Λ(Λn, Λm) ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : S1 → S1 ñòåïåíè 1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ ϕ(Zn+1) ⊆ Zm+1. Çäåñü S1 � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λ ∈ C ñ
àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé |λ| = 1; Zn ⊂ S1 � ïîäãðóïïà âñåõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ λn = 1. Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Λ ∼= Λop [76]. Ìàëóþ êàòåãîðèþ Λ
ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü êàê ôàêòîð-êàòåãîðèþ ñëåäóþùåé êàòåãîðèè EΛ
[77]. Êàòåãîðèÿ EΛ èìååò â êàæäîé ðàçìåðíîñòè n îäèí îáúåêò (Z, n), åå
ìîðôèçìû f : (Z, n) → (Z, m) � íåóáûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ (ïðè n, m ≥ 1)

f : Z → Z, f(x + n) = f(x) + m ∀x ∈ Z.
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Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Λ = EΛ/Z, äëÿ äåéñòâèÿ Z ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ.
Öèêëè÷åñêèì îáúåêòîì â êàòåãîðèè A íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð Λ → A.

Ïóñòü k � êîëüöî ñ 1. Öèêëè÷åñêèé îáúåêò â êàòåãîðèè A = Modk íàçûâà-
åòñÿ k(Λ)-ìîäóëåì. Ïóñòü E � k(Λ)-ìîäóëü. Òîãäà öèêëè÷åñêèå k-ìîäóëè
ãîìîëîãèé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

HCn(E) = Tork(Λ)
n (∆Λk, E).

Îòñþäà HCn(E) ∼= colimΛ
nE. Êîííåñ èçó÷àë òàêæå ìîäóëè

Extn(∆ΛZ, E) ∼= lim n
ΛE

â ðàáîòå [76, IV], íî öèêëè÷åñêèå êîãîìîëîãèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
HCn(E) = Extn

k(Λ)(E, ∆Λk).

Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîãî îáðàçà. Ïóñòü A � êàòå-
ãîðèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð S∗ : AD → AC, äåéñòâóþùèé íà F ∈ AD êàê
S∗(F ) = F ◦ S. Åñëè A � êîïîëíàÿ (ïîëíàÿ), òî ôóíêòîð S∗ èìååò ëåâûé
(ïðàâûé) ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) ðàñ-
øèðåíèåì Êàíà LanS : AC → AD (RanS : AC → AD) âäîëü S. Åñëè A
� àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè, òî LanS èìååò ëåâûå
ñàòåëëèòû LanS

q : AC → AD, è ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïî F ∈ AC, d ∈ D,
èçîìîðôèçìû

LanS
q F (d) ∼= colimS/d

q (F ◦Qd),

ãäå Qd : S/d → C � çàáûâàþùèå ôóíêòîðû [87, Ïðèëîæåíèå 2].

Òåîðåìà 2.1 [37] Ïóñòü S : C → D � ôóíêòîð ìåæäó ìàëûìè êàòåãî-
ðèÿìè, A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òðåòüåé ÷åòâåðòè)

colimD
p {colimS/d

q F ◦Qd}d∈D ⇒ colimC
p+qF

Çàìå÷àíèå 2.2 Åñëè A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ òî÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè,
òî ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðâîé ÷åòâåðòè

lim p
D{lim q

d/SF ◦Q′d}d∈D ⇒ lim p+q
C F,

ãäå Q′
d : d/S → C � çàáûâàþùèé ôóíêòîð. Çäåñü è â òåîðåìå Àíäðå òî÷-

íîñòü ïðîèçâåäåíèé (êîïðîèçâåäåíèé) ñóùåñòâåííà. Ïóñòü, íàïðèìåð, E
� ìíîæåñòâî, A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé êîïðîèçâåäåíèå

∑
e∈E :

AE → A íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ïóñòü C ñîñòîèò èç äâóõ îáúåêòîâ a, b è
äâóõ ìîðôèçìîâ f0 : a → b, f1 : a → b (èñêëþ÷àÿ òîæäåñòâåííûå 1a, 1b).
Òîãäà äëÿ ïðîåêöèè S : E × C→ E òåîðåìà Àíäðå íåâåðíà.

Â ðàáîòå [40] ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àíäðå áûëà ïðèìåíåíà
â êîìáèíàòîðèêå ÷. ó. ìíîæåñòâ.
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Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíèÿ. Ïóñòü A � àääèòèâ-
íàÿ êîïîëíàÿ êàòåãîðèÿ, C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Ñèìâîëè÷åñêèì òåíçîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûé áèôóíêòîð

⊗C : AbC
op ×AC −→ A,

äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì
A(G⊗C F, A) ∼= AbC

op

(G,A(F (−), A)),

åñòåñòâåííûé ïî G ∈ AbC
op , F ∈ AC è A ∈ A. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà õàðàêòåðèçóåò ⊗C ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåí-
íîãî èçîìîðôèçìà è ïîêàçûâàåò, ÷òî ⊗C ñîõðàíÿåò êîïðåäåëû ïî êàæäîìó
àðãóìåíòó. Åñëè A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ êîïðîèçâåäåíèÿìè, òî ïîëîæèì
Tor Ck (G,F ) = Hk(P∗ ⊗C F ), ãäå P∗ → G � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà îáúåê-
òà G ∈ AbC

op . Òàêèì îáðàçîì, Tor Ck (G,F ) � ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû
îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî àðãóìåíòà. Áóäåì íàçûâàòü G ñâîáîäíûì íà êàæäîì
ìåñòå, åñëè G(c) ñâîáîäíû äëÿ âñåõ c ∈ ObC. Ïóñòü A èìååò òî÷íûå êî-
ïðîèçâåäåíèÿ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñâîáîäíîãî íà êàæäîì ìåñòå ôóíêòîðà
G ∈ AbC

op ôóíêòîð Tor Ck (G,−) : AC → A áóäåò k-ì ëåâûì ñàòåëëèòîì
ôóíêòîðà G ⊗C (−). Åñëè G � ïðîåêòèâíûé îáúåêò êàòåãîðèè AbC

op , òî
G ⊗C (−) òî÷åí. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî G ∈ AbC

op ôóíêòîðû Tor Ck (G,−) ñî-
ñòàâëÿþò ãîìîëîãè÷åñêèé ∂-ôóíêòîð â ñìûñëå Ãðîòåíäèêà [94]. Ïðèìåíÿÿ
ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãðîòåíäèêà ê êîìïîçèöèè ôóíêòîðîâ

LanSop

: AbC
op → AbD

op

(−)⊗D F : AbD
op → A, F ∈ AD,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Îáåðñòà [145]:
Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü S : C→ D � ôóíêòîð ìåæäó ìàëûìè êàòåãîðèÿìè,
A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ òî÷íûìè ñóììàìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñïåêò-
ðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òðåòüåé ÷åòâåðòè)

Tor Dp (LanSop

q ∆CopZ, F ) ⇒ colimC
p+q(F ◦ S),

åñòåñòâåííàÿ ïî F ∈ AD.
Çàìå÷àíèå 2.3 Ñèìâîëè÷åñêèì hom-ôóíêòîðîì íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûé
áèôóíêòîð

HomC(−,=) : AbC
op ×AC −→ A,

äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
A(A,HomC(G,F )) ∼= AbC(G,A(A,F (−))),

åñòåñòâåííûé ïî G ∈ AbC, F ∈ AC è A ∈ A. Ýòî õàðàêòåðèçóåò HomC
ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãî-
ðèÿ ñ òî÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Äëÿ F ∈ AC îáîçíà÷èì ÷åðåç Extk

C(−, F )
ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ôóíêòîðà HomC(−, F ). Òîãäà äëÿ êàæäîãî
ôóíêòîðà S : C → D ìåæäó ìàëûìè êàòåãîðèÿìè ñóùåñòâóåò ñïåêò-
ðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðâîé ÷åòâåðòè

Extp
D(LanS

q ∆CZ, F ) ⇒ lim p+q
C (F ◦ S).
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2.2 Ïîòîêè íà êàòåãîðèÿõ
Äëÿ (îðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà Γ îáîçíà÷èì ÷åðåç A(Γ) ìíîæåñòâî ñòðåëîê,
V (Γ) � ìíîæåñòâî âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Ïóñòü Γ � ãðàô, R � êîëüöî ñ 1, F : WΓ → ModR

� ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïóòåé ãðàôà Γ â êàòåãîðèþ ëåâûõ R�ìîäóëåé.
Ïîòîêîì íà Γ ñ êîýôôèöèåíòàìè â F íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî
{fγ}γ∈A(Γ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:
(1) fγ ∈ F (dom γ), ∀γ ∈ A(Γ);
(2) ìíîæåñòâî {γ ∈ A(Γ) : fγ 6= 0} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì;
(3) äëÿ âñåõ c ∈ V (Γ) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

∑
c=cod (γ)

F (γ)(fγ) =
∑

c=dom (γ)

fγ .

Ïóñòü Φ(Γ, F ) ⊆ ∑
γ∈A(Γ)

F (dom (γ)) � ïîäìîäóëè ïîòîêîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 Äëÿ êàæäîãî ôóíêòîðà F : WΓ → ModR èìååò ìåñ-
òî èçîìîðôèçì Φ(Γ, F ) ∼= colimWΓ

1 F .

Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, F : C → ModR � ôóíêòîð. Ñóùåñòâóþò
ãðàô Γ è ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé R, â ñìûñëå [137, §19], äëÿ êîòîðûõ C
áóäåò ôàêòîð-êàòåãîðèåé êàòåãîðèè WΓ ïî R. Ïóñòü π : WΓ → C � êàíî-
íè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Åñëè v = αm · · ·α1 è w = βn · · ·β1 � òàêèå äâà ïóòè â Γ,
÷òî (v, w) ∈ R, òî äëÿ êàæäîãî f ∈ F ◦ π(dom (w)) èìååì ïîòîê

fα1 = f, fα2 = F (α1)f , · · · , fαm = F (αm−1 · · ·α1)f ;

fβ1 = −f, fβ2 = −F (β1)f , · · · , fβn = −F (βn−1 · · ·β1)f.

Îáîçíà÷èì ýòîò ïîòîê ÷åðåç [f, v, w]. Ïîòîê ϕ ∈ Φ(Γ, F ◦ π) íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííèì ïî îòíîøåíèþ ê R, åñëè ñóùåñòâóþò (vi, wi) ∈ R, fi ∈ F ◦
π(dom (vi)), 1 ≤ i ≤ k, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó ϕ =

k∑
i=1

[fi, vi, wi]. Ïóñòü
I(Γ,R, F ) � R�ìîäóëü âñåõ âíóòðåííèõ ïîòîêîâ.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, F : C → ModR � ôóíêòîð.
Åñëè Γ � ãðàô, R � ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé â Γ, π : WΓ → C � êàíîíè-
÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà ôàêòîð-êàòåãîðèþ WΓ/R = C, òî

Φ(Γ, F ◦ π)/I(Γ,R, F ) ∼= colimC
1 F.

2.3 Êàòåãîðèè ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0
Äëÿ êàòåãîðèé, âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ôèëüòðîâàíû, èìååò
ìåñòî h.d. R C = 0. Ó. Îáåðñòîì [146] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî
ïðè R = Z âåðíî îáðàòíîå.
Àôèíèçàöèÿ ìàëîé êàòåãîðèè. ×àñòíûå ñëó÷àè ãèïîòåçû Îáåðñòà áûëè
äîêàçàíû â [106] è [146].
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Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZC óíèâåðñàëüíóþ ïðåä-
àääèòèâíóþ êàòåãîðèþ, ñîäåðæàùóþ C. Òàêèì îáðàçîì, Ob(ZC) = ObC, à
ZC(a, b) � ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâàìè C(a, b)
ïðè a, b ∈ ObC. Çàìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèå ZC èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ
ôóíêòîðà ZC(−, =) : Cop × C→ Ab.

Êàæäûé ìîðôèçì êàòåãîðèè ZC áóäåò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìîðôèç-
ìîâ ìàëîé êàòåãîðèè C, è ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç aff C (íåàääèòèâíóþ) ïîä-
êàòåãîðèþ èç Cadd, ñîñòîÿùóþ èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, ñóììà êîýôôè-
öèåíòîâ êîòîðûõ ðàâíà 1.

Òåîðåìà 2.5 [108] h.d. C = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aff C èìååò
ôèëüòðîâàííûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ãèïîòåçà Îáåðñòà âåðíà, åñëè C � ÷. ó.
ìíîæåñòâî, èáî â ýòîì ñëó÷àå aff C = C.

Èñáåë [107] ïîñòðîèë êîíòðïðèìåð ê ýòîé ãèïîòåçå. Îí ðàññìîòðåë êà-
òåãîðèþ ∆face âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
è ñîõðàíÿþùèõ ïîðÿäîê èíúåêöèé è ïîêàçàë, ÷òî aff∆face ôèëüòðîâàíà.
ßñíî, ÷òî ∆face íå ôèëüòðîâàíà, èáî âñå åå ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîð-
ôèçìàìè.
Ñâîéñòâî íåïîäâèæíîé òî÷êè. Èñáåë è Ìèò÷åë â [109] äàëè ïîäðîáíûå
äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííûõ â [108].

Íàïîìíèì, ÷òî C-ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ôóíêòîð C→
Ens. Ïóñòü F � C-ìíîæåñòâî, τ : F → F � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå,
òîãäà x : C(c,−) = hc → F íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ τ , åñëè
τ ◦x = x. Ìàëàÿ êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ èìåþùåé ñâîéñòâî íåïîäâèæíîé
òî÷êè, åñëè êàæäûé ýíäîìîðôèçì ïðîèçâîëüíîãî íåðàçëîæèìîãî C-ìíî-
æåñòâà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ñâîéñòâî òî÷íîñòè ôóíêòîðà colimC âëå-
÷åò ñâîéñòâî íåïîäâèæíîé òî÷êè, è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòè îáà ñâîéñòâà
ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî êîìïîíåòû ñâÿçíîñòè C ôèëüòðîâàíû [109].
Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 2.5 Áóäåò ëè òî÷íîñòü ôóíêòîðà colimC ýêâèâà-
ëåíòíà ñâîéñòâó íåïîäâèæíîé òî÷êè?

Ïðèìåíåíèÿ ê ïëîñêèì ôóíêòîðàì. Îáúåêò G ∈ AbC
op íàçûâàåòñÿ

ïëîñêèì, åñëè G ⊗C (−) : AbC → Ab òî÷åí. Äëÿ M ∈ EnsC
op îáîçíà÷èì

÷åðåç ZM êîìïîçèöèþ ôóíêòîðîâ M è L : Ens → Ab.

Òåîðåìà 2.6 [66] Åñëè M � C-ìíîæåñòâî, ó êîòðîãî M(α) � èíúåêöèè
äëÿ âñåõ α ∈ MorC, òî ZM ïëîñêèé, åñëè è òîëüêî åñëè aff(h∗/M) èìååò
ôèëüòðîâàííûå êîìïîíåíòû.

Õàðàêòåðèçàöèÿ Îáåðñòà. Îáåðñò [146] îõàðàêòåðèçîâàë ìàëûå êàòåãî-
ðèè ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ZC � óíèâåðñàëüíàÿ àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ êàòå-
ãîðèåé ZC, Z � ðàñøèðåíèå ïîñòîÿííîãî ôóíêòîðà ∆CopZ : Cop → Ab íà
êàòåãîðèþ ZCop.
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Òåîðåìà 2.7 [146] Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
(1) ôóíêòîð colimC : AbC → Ab òî÷åí;
(2) äëÿ âñÿêîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A, óäîâëåòâîðÿþùåé (AB5), ôóíêòîð
colimC : AC → A òî÷åí;
(3) êàòåãîðèÿ ZC/Z ôèëüòðîâàíà, ãäå Z ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåêò èç
Add(ZCop

, Ab).

2.4 Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü 1

Ãðóïïû ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1. Î ãðóïïàõ ãîìîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè 1 íåò èíôîðìàöèè. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíîé,
åñëè âñå åå êîíå÷íî-ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ñâîáîäíû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ëîêàëüíî ñâîáîäíûå ãðóïïû èìåþò ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü 1. Â ðàáî-
òå [118] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè G � ãðóïïà ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0, òî
G = {1}.

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 2.6 [118] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè G � ãðóïïà ãîìîëî-
ãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 1, òî G ëîêàëüíî ñâîáîäíà.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè
1. ×åíã [65] îõàðàêòåðèçîâàë ÷. ó. ìíîæåñòâà ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè
1. Ïóñòü Cn îáîçíà÷àåò n−êîðîíó, n ≥ 2.

Òåîðåìà 2.8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Òîãäà h.d. R C ≤
1, åñëè è òîëüêî åñëè C íå ñîäåðæèò Cn â êà÷åñòâå ðåòðàêòà.

2.5 Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè
Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïîâîãî ðåôëåêòîðà. Ïóñòü M �
ìîíîèä. Ãðóïïîâîé ðåôëåêòîð M̂ èçîìîðôåí ôàêòîð-ãðóïïå ñâîáîäíîé ãðóï-
ïû, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì M , ïî íàèìåíüøåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå,
ñîäåðæàùåé ýëåìåíòû âèäà xyz−1, äëÿ âñåõ óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó
xy = z ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ M .

Òåîðåìà 2.9 [69]. Åñëè M � àáåëåâ ìîíîèä, òî h.d. RM = h.d. RM̂ .

Ñðàâíåíèå ñ êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ. Ä. Ì. Ëýò÷ è Á. Ìèò-
÷åë óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

Òåîðåìà 2.10 [118] Åñëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè C
ðàâíà ℵn, òî

h.d. R C ≤ cdRop Cop ≤ n + 1 + h.d. R C.

Ýòà òåîðåìà íåìíîãî ðàíüøå áûëà äîêàçàíà Ëýò÷ [115], ïðè äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà C.
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3 Êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â íàòóðàëü-
íûõ ñèñòåìàõ

Â ýòîé ÷àñòè èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè è ðàñøèðåíèÿìè ìàëûõ
êàòåãîðèé. Ñíà÷àëà ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ãðóïï êîãîìîëîãèé Hn(C, F ),
ââåäåííûõ Áàóýñîì è Âèðøèíãîì [53]. Çàòåì ñðàâíèì ýòè ãðóïïû ñî çíà÷å-
íèÿìè ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ ïðåäåëà è óêàæåì èíòåðïðåòàöèþ ýëåìåí-
òîâ èç ãðóïï Hn(C, F ).

3.1 Êîãîìîëîãèè Áàóýñà�Âèðøèíãà è ïðîèçâîäíûå
ôóíêòîðà ïðåäåëà

Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ ObC ìû áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ìîðôèçì 1a ñ îáúåêòîì a, òàêèì îáðàçîì, ObC ⊆ MorC. Êàòå-
ãîðèåé ôàêòîðèçàöèé C′ íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ñëóæàò
âñå ìîðôèçìû èç C, à ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ C′(f, g) ìåæäó f, g ∈ MorC
ñîñòîÿò èç ïàð (α, β), α, β ∈ MorC, äëÿ êîòîðûõ äèàãðàììû

b
β−→ b′

↑ f ↑ g

a
α←− a′

êîììóòàòèâíû. Êîìïîçèöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (α′, β′) ◦ (α, β) = (α ◦
α′, β′ ◦ β); â ÷àñòíîñòè, (α, β) = (α, 1) ◦ (1, β) = (1, β) ◦ (α, 1). Ôóíêòîðû
D : C′ → Ab íàçûâàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ñèñòåìàìè íà C. Îáîçíà÷èì
β∗ = D(1, β), α∗ = D(α, 1).

Ïóñòü D : C′ → Ab � íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà íà C, à N∗ C � íåðâ êàòåãîðèè
C. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n ≥ 0 îïðåäåëèì ãðóïïû n�êîöåïåé

Cn(C, D) =
∏

c0
α1←c1

α2←···αn←cn

D(α1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αn).

Ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíòû èç Cn(C, D) êàê îòîáðàæåíèÿ

ϕ : NnC→ ∪g∈Mor CD(g),

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ϕ(α1, · · · , αn) ∈ D(α1◦α2◦· · ·◦αn), ãäå ϕ(1c) ∈ D(1c)
ïðè n = 0, îïðåäåëèì êîãðàíèöó dn : Cn(C, D) → Cn+1(C, D) ïðè n > 0 ïî
ôîðìóëå

(dnϕ)(α1, · · · , αn+1) = D(1, α1)ϕ(α2, · · · , αn+1)+
n∑

i=1

(−1)iϕ(α1, · · · , αi−1, αi ◦ αi+1, αi+2, · · · , αn+1)+

(−1)n+1D(αn+1, 1)ϕ(α1, α2, · · · , αn).
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Äëÿ n = 0 ïîëîæèì (d0ϕ)(α) = D(1, α)ϕ(dom α)−D(α, 1)ϕ(codα). Ãðóïïû
êîãîìîëîãèé Hn(C∗(C, D)) íàçûâàþòñÿ n�ìè ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé êàòå-
ãîðèè C ñ êîýôôèöèåíòàìè â íàòóðàëüíîé ñèñòåìå D. Ýòè ãðóïïû èçî-
ìîðôíû ãðóïïàì êîãîìîëîãèé êàòåãîðèè ôàêòîðèçàöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè
â äèàãðàììå D:

Òåîðåìà 3.1 [53] Äëÿ ëþáîé íàòóðàëüíîé ñèñòåìû F íà C ïðè âñåõ n ≥ 0
ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû

Hn(C, F ) ∼= lim n
C′F.

Ïóñòü (dom , cod ) : C′ → Cop× C � ôóíêòîð, ïåðåâîäÿùèé îáúåêòû α ∈
MorC êàòåãîðèè ôàêòîðèçàöèé â ïàðû (domα, cod α). Ôóíêòîð (dom , cod )
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ìîðôèçìó (f, g) : α → β ìîðôèçì (f, g) ∈ Mor(Cop×
C). Êîììà�êàòåãîðèè (dom , cod )/(a, b) èìåþò òðèâèàëüíûå ãðóïïû n�õ öå-
ëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé ïðè n > 0, îòêóäà ïî òåîðåìå Îáåðñòà [145] âûòå-
êàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2 [53] Äëÿ âñÿêîãî ôóíêòîðà F : Cop × C → Ab ñóùåñòâóþò
åñòåñòâåííûå ïî F èçîìîðôèçìû

Hn(C, F ◦ (dom , cod )) ∼= Extn(ZC, F ), ∀n ≥ 0.

Äëÿ âñåõ a ∈ ObC èìååì Hn(cod /a,Z) = 0 ïðè n > 0, è H0(cod /a,Z) =
Z. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Îáåðñòà [147] ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.3 [53] Äëÿ êàæäîãî ôóíêòîðà F : C→ Ab ñóùåñòâóþò åñòå-
ñòâåííûå ïî F èçîìîðôèçìû

Hn(C, F ◦ cod ) ∼= lim nF, ∀n ≥ 0.

Ïóñòü S : C → D � ôóíêòîð ìåæäó ìàëûìè êàòåãîðèÿìè. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ìîðôèçìà γ : a → b èç D îáîçíà÷èì ÷åðåç S < γ > ñëåäóþùóþ
êàòåãîðèþ:

Îáúåêòû êàòåãîðèè S < γ > ñóòü ïàðû ìîðôèçìîâ a
α→ S(x)

β→ b,
óäîâëåòâîðÿþùèå β ◦ α = γ. Ìîðôèçìû ìåæäó a

α1→ S(x1)
β1→ b è a

α2→
S(x2)

β2→ b çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ f ∈ C(x1, x2), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèÿì S(f) ◦ α1 = α2 è β2 ◦ S(f) = β1.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Îáåðñòà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå
ìîðôèçìû Hn(D,−) → Hn(C, (−) ◦ S) ∂�ôóíêòîðîâ áóäóò èçîìîðôèç-
ìàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Hn(N∗(S < α >)) ðàâíû íóëþ ïðè âñåõ
n > 0 è H0(N∗(S < α >)) ∼= Z. Áàóýñ è Âèðøèíã [53] äîêàçàëè, ÷òî
Hn(D,−) → Hn(C, (−) ◦ S) � èçîìîðôèçìû, åñëè S � ýêâèâàëåíòíîñòü êà-
òåãîðèé.
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3.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ
Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, D � íàòóðàëüíàÿ ñè-
ñòåìà íà C. Äèôôåðåíöèðîâàíèåì [53] ∆ : C → D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ ïåðåâîäèò êàæäûé ìîðôèçì f : a → b into C â òàêîé ýëåìåíò
∆(f) ∈ D(f), ÷òî

∆(g ◦ f) = D(1, g)(∆(f)) + D(f, 1)(∆(g)).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì [53], åñëè ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ ∇, ïåðåâîäÿùàÿ êàæäûé îáúåêò a ∈ C â ýëåìåíò ∇(a) ∈ D(1a), äëÿ
êîòîðîãî

∆(f) = D(1, f)∇(dom f)−D(f, 1)∇(cod f), ∀f ∈ MorC.

Ïóñòü Der(C, D) è Ider(C, D) � ìíîæåñòâà äèôôåðåíöèðîâàíèé è âíó-
òðåííèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíò-
íîãî ñëîæåíèÿ ýòè ìíîæåñòâà áóäóò àáåëåâûìè ãðóïïàìè, è ôàêòîð-ãðóïïà
áóäåò èçîìîðôíà ïåðâîé ãðóïïå êîãîìîëîãèé ([53], [48])

H1(C, D) ∼= Der(C, D)/Ider(C, D).

Ðåêîìåíäóåì ðàáîòó Ïèðàøâèëè [155], ñîäåðæàùóþ èíòåðïðåòàöèþ Óí-
ñîëüäà ýëåìåíòîâ ãðóïïû H1(C, D) ñ ïîìîùüþ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
íàêðûòèé êàòåãîðèè C ñî ñëîÿìè D.
Ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ. Ïóñòü D � íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà íà C. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî

D
+−→ E

p−→ C

åñòü ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå êàòåãîðèè C ñ ïîìîùüþ D, åñëè âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ (1)�(3).

(1) Êàòåãîðèè E è C èìåþò ðàâíûå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, è p ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì íà îáúåêòàõ ïîëíûì ôóíêòîðîì.

(2) Äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà f : a → b â C àáåëåâà ãðóïïà D(f) äåéñòâóåò
òðàíçèòèâíî è ýôôåêòèâíî íà ïîäìíîæåñòâå p−1(f) ⊆ E(a, b). Áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü çàïèñü (f0, α) 7→ f0 + α äëÿ äåéñòâèÿ α ∈ D(f) íà f0 ∈ p−1(f).

(3) Äåéñòâèå óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè:

(f0 + α) ◦ (g0 + β) = f0 ◦ g0 + f∗β + g∗α.

Äâà ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèÿ D
+−→ E

p−→ C è D
+−→ E′ p′−→ C íàçûâà-

þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì êàòåãîðèé ε : E → E′,
with p′ ◦ ε = p è ε(f0 + α) = ε(f0) + α for f0 ∈ MorE, α ∈ Dpf0 . Ðàñøèðåíèå
D

+−→ E
p−→ C îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàñùåïëÿåìîå, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêòîð

σ : C→ E, óäîâëåòâîðÿþùèé p ◦ σ = 1.
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Òåîðåìà 3.4 [53] Ïóñòü M(C, D) � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé C ñ ïîìîùüþ D. Òîãäà ñóùåñòâóåò êàíîíè÷å-
ñêàÿ áèåêöèÿ

ψ : M(C, D) ∼= H2(C, D),

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ðàñùåïëÿåìîå ðàñøèðåíèå â íóëü.

Ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëÿþùèé êîöèêë ∆t êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà
{E} = ψ(E) ∈ H2(C, D) ðàñøèðåíèÿ D

+→ E
p→ C ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü t : MorC → MorE � ôóíêöèè, ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîìó f ∈
MorC òàêîé ìîðôèçì f0 = t(f) â E, ÷òî p(f0) = f . Òîãäà t ïðåäñòàâëåí
êîöèêëîì ∆t, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèþ

t(g ◦ f) = t(g) ◦ t(f) + ∆t(g, f),

ñ ∆t(g, f) ∈ D(g ◦ f). Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ êîöèêëà ∆t òðèâèàëåí, åñëè
è òîëüêî åñëè D

+→ E
p→ C ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì ðàñøèðåíèåì.

Â ðàáîòàõ [44], [45], [46], [50], [156] ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû è ïðèëîæåíèÿ
ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé.
Ðàñøèðåíèÿ Ëè÷à ìîíîèäîâ. Ïóñòü M � ìîíîèä, ðàññìàòðèâàåìûé êàê
ìàëàÿ êàòåãîðèÿ ñ îäíèì îáúåêòîì. Ïîä äèàãðàììîé àáåëåâûõ ãðóïï íàä
M ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íàòóðàëüíóþ ñèñòåìó íà M . Äëÿ ëþáîé äèà-
ãðàììû F àáåëåâûõ ãðóïï íàä M ãðóïïû Hn(M,F ) åñòü â òî÷íîñòè ãðóïïû
êîãîìîëîãèé M â ñìûñëå Ëè÷à [124].

Àáåëåâî ðàñøèðåíèå Ëè÷à ìîíîèäà M ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû F íàä M
ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ìîíîèäà T , çàäàííîãî âìåñòå ñ ýïèìîðôèçìîì ìîíî-
èäîâ p : T → M , óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (1)�(2).

(1) Äëÿ êàæäîãî u ∈ M àáåëåâà ãðóïïà F (u) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî è
ýôôåêòèâíî íà ïîäìíîæåñòâå σ−1(u) ⊆ T .

Îáîçíà÷èì ýòî äåéñòâèå ÷åðåç (α ∈ F (u), x ∈ σ−1(u)) 7→ a ∗ x.
(2) Äëÿ âñåõ u, v ∈ M, x ∈ σ(u), y ∈ σ−1(v), a ∈ F (u), b ∈ F (v) èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà (a ∗ x)u = F (1, v)(a) ∗ (xy) è x(b ∗ y) = F (u, 1)(b) ∗ (xu).
Àáåëåâû ðàñøèðåíèÿ σ1 : T1 → M è σ2 : T2 → M íàçûâàþòñÿ ýêâè-

âàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì α : T1 → T2, ÷òî σ1 =
σ2 ◦ α and α(a ∗ x) = a ∗ α(x). Ãðóïïà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè àáåëåâûõ
ðàñøèðåíèé èçîìîðôíà H2(M, F ) [15].

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýïèìîðôèçìà σ : T → M ìîíîèäîâ è íàòóðàëüíîé
ñèñòåìû F : M ′ → Ab ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Îáåðñòà

Extp(Lanσ′
q ∆T ′Z, F ) =⇒ lim p+q

T ′ (F ◦ σ′)

äàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëè÷à [124]:

0 → H1(M,F ) → H1(T, F ◦ σ′) → AbM ′
({H1(σ < α >)}α∈M ′ , F )

→ H2(M,F ) → H2(T, F ◦ σ′).
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3.3 2�êàòåãîðèè
Òðåêîâûå êàòåãîðèè. Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, D : C′ → Ab � íà-
òóðàëüíàÿ ñèñòåìà íà C. Ïóñòü (E,×,1) � êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûìè ïðîèç-
âåäåíèÿìè. Êàòåãîðèåé, îáîãàùåííîé êàòåãîðèåé E íàçûâàåòñÿ êëàññ ObK,
âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì îáúåêòîâ K(A,B) ∈ ObE, ãäå (A,B) ∈ ObK ×ObK, è ñ
ìîðôèçìàìè êàòåãîðèè E:

µA,B,C : K(A,B)×K(B,C) → K(A, C), iA : 1 → K(A,A),

äåëàþùèìè êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììû â E:

K(A, B)×K(B, C)×K(C, D)
µ×1−→ K(A,C)×K(C, D)

↓ 1× µ ↓ µ

K(A,B)×K(B,D)
µ−→ K(A,B)

K(A,B)
(iA,1)−→ K(A,A)×K(A,B)

↓ 1K(A,B) ↓ µ

K(A,B)
1K(A,B)−→ K(A,D)

↑ 1K(A,B) ↑ µ

K(A,B)
(1,iB)−→ K(A, B)×K(B, B).

Îïðåäåëåíèå 3.1 Òðåêîâîé êàòåãîðèåé, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç TK èëè

T
→
→K

p−→ C,

íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ K, îáîãàùåííàÿ êàòåãîðèåé ãðóïïîèäîâ, âìåñòå ñ
ïîëíûì ôóíêòîðîì p : K → C, òîæäåñòâåííûì íà îáúåêòàõ è óäîâëåò-
âîðÿþùèì óñëîâèþ

p(f) = p(g) f, g K(A,B) ⇔ T (f, g) 6= ∅;
ãäå T (f, g) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî K(A,B)(f, g) 2�ìîðôèçìîâ f → g.

Ìû ïèøåì H : f ' g, âìåñòî H ∈ T (f, g), è íàçûâàåì H äîðîæêîé îò
f ê g. (Âåðòèêàëüíàÿ) êîìïîçèöèÿ 2-ìîðôèçìîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç + :
T (f, g)×T (g, h) → T (f, h), îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì, à − :
T (f, g) → T (g, f) � îáðàòíûé ìîðôèçì. Êàòåãîðèÿ C èçîìîðôíà ôàêòîð-
êàòåãîðèè K ïî îòíîøåíèþ f ' g ⇔ T (f, g) 6= ∅.

Äëÿ ëþáûõ G ∈ MorK(A,B),H ∈ MorK(B,C) îáîçíà÷èì ãîðèçîíòàëü-
íóþ êîìïîçèöèþ µA,B,C(G,H) ÷åðåç H∗G. Ïîëîæèì f∗G = 0f∗G, g∗H = H∗
0g. Ïðè ëþáûõ H : f ' f1, G : g ' g1 èìååò ìåñòî çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè:

H ∗G = f∗G + (g1)∗H = g∗H + (f1)∗G.

Ôóíêòîð ìåæäó òðåêîâûìè êàòåãîðèÿìè t : TK → T ′K ′ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ôóíêòîð t : K → K ′, çàäàííûé âìåñòå ñ òàêèìè ôóíêöèÿìè tf,g : T (f, g) −→
T ′(tf, tg), ÷òî

t(0) = 0, t(H + G) = (tH) + (tG), t(−H) = −(tH),
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(ýòè 3 ðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî t � ìîðôèçì ãðóïïîèäîâ) è

t(f∗H) = (tf)∗(tH), t(g∗H) = (tg)∗(tH).

Ôóíêòîð ìåæäó òðåêîâûìè êàòåãîðèÿìè èíäóöèðóåò ôóíêòîð t : K/ '→
K ′/ ' ìåæäó ôàêòîð-êàòåãîðèÿìè.

Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, D � íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà íà C. Ëèíåéíîå òðåêîâîå
ðàñøèðåíèå TK êàòåãîðèè C ñ ïîìîùüþ D, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç

D
+→ T

→
→K

p−→ C,

îïðåäåëÿåòñÿ êàê òðåêîâàÿ êàòåãîðèÿ T →
→K

p−→ C, çàäàííàÿ âìåñòå ñ ôóíê-
òîðîì p è äåéñòâèåì D íà T . Çäåñü ïîä äåéñòâèåì D íà T ïîíèìàåòñÿ
ñåìåéñòâî èçîìîðôèçìîâ ãðóïï

σf : D(pf)
∼=−→ T (f, f), f ∈ MorK,

äåëàþùèõ êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììû:

D(pf)
σf−→ T (f, f)

↓ (pg)∗ ↓ g∗

D(pfpg)
σfg−→ T (fg, fg)

a 7→ σf (a)
↓ ↓

D(pg, 1)(a) 7→ σf (a) ◦ g.

Ìîðôèçì g∗ äåéñòâóåò T (f, f) → T (fg, fg) è ðàâåí (−) ◦ g. Ìîðôèçì (pg)∗ :
D(pf) → D(pfpg) ðàâåí D(pg, 1).

D(pg)
σg−→ T (g, g)

↓ (pf)∗ ↓ f∗
D(pfpg)

σfg−→ T (fg, fg)

a 7→ σg(a)
↓ ↓

D(1, pf)(a) 7→ f ◦ σg(a).

Ìîðôèçì f∗ äåéñòâóåò T (g, g) → T (fg, fg) è ðàâåí f ◦ (−). Ìîðôèçì (pf)∗ :
D(pg) → D(pfpg) ðàâåí D(1, pf).

Äëÿ âñåõ 1�ìîðôèçìîâ f, h è 2�ìîðôèçìà H : f ' h ðàññìîòðèì ôóíê-
òîðû

T (f, H) : T (f, f) → T (f, h), x 7→ H + x,

T (H, h) : T (h, h) → T (f, h), x 7→ x + H.

Ëèíåéíîå òðåêîâîå ðàñøèðåíèå äëÿ âñåõ f, h è H ∈ T (f, h) äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèþ êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

D(ph) = D(pf)
σf−→ T (f, f)

↓ σh ↓ (−) + H = T (f, H)

T (h, h)
T (H,f)=H+(−)−→ T (f, h)

Ðàññìîòðèì ìîðôèçìû ìåæäó òðåêîâûìè ðàñøèðåíèÿìè. Ïóñòü C � êà-
òåãîðèÿ, D � íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà íà C, TK è T ′K ′ � ëèíåéíûå òðåêîâûå
ðàñøèðåíèÿ C ñ ïîìîùüþ D. D�ýêâèâàðèàíòíûì ìîðôèçìîì t : TK →
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T ′K ′ íàä C ìåæäó ëèíåéíûìè òðåêîâûìè ðàñøèðåíèÿìè íàçûâàåòñÿ ôóíê-
òîð t : TK → T ′K ′ ìåæäó òðåêîâûìè ðàñøèðåíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèé

p t = p, tf,fσf = σtf , f ∈ MorK.

Çíà÷èò, âñå ëèíåéíûå òðåêîâûå ðàñøèðåíèÿ C ñ ïîìîùüþ D è D�ýêâèâà-
ðèàíòíûå ìîðôèçìû íàä C ñîñòàâëÿþò êàòåãîðèþ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç Track(C, D). Äâà îáúåêòà â ýòîé êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè, è ìû ïèøåì TK ∼ T ′K ′, åñëè ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû

TK ←− T ′′K ′′ −→ T ′K ′

â Track(C, D). Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

π0Track(C, D) = Ob(Track(C, D))/ ∼
áóäåò ìíîæåñòâîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè êàòåãîðèè Track(C, D).

Òåîðåìà 3.5 [16], [49] Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ áèåêöèÿ

ψ : π0Track(C, D) ∼= H3(C, D).

Ïðèìåð 3.2 Êàòåãîðèÿ Top∗ ïóíêòèðîâàííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâ ÿâëÿåòñÿ òðåêîâîé. Ïóñòü I � åäèíè÷íûé èíòåðâàë, è ïóñòü IX =
I×X/I×{∗} � ðåäóöèðîâàííûé öèëèíäð íàä X ∈ Top∗. Èìååì îòîáðàæåíèÿ

X ∨X
(i0,i1)−→ IX

p−→ X,

ãäå X∨X � áóêåò ïðîñòðàíñòâ. Çäåñü ìû ïîëàãàåì it(x) = (t, x) è p(t, x) =
x, t ∈ I, x ∈ X. Äëÿ îòîáðàæåíèé f, g : X → Y ∈ Top∗ îáîçíà÷èì ÷åðåç

T (f, g) = [IX, Y ](f,g)

ìíîæåñòâî ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî X ∨ X îòîáðàæåíèé
H : IX → Y , òàêèõ ÷òî H(i0, i1) = (f, g). Ýëåìåíò H ∈ T (f, g) íàçûâàåò-
ñÿ äîðîæêîé H : f ' g. Ýòî îïðåäåëÿåò òðåêîâóþ êàòåãîðèþ

T
→
→Top∗ → Top∗/ ',

äàþùóþ ñëåäóþùèå òðåêîâûå ðàñøèðåíèÿ:

Òåîðåìà 3.6 [44] (A) Ïóñòü K � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ èç Top∗, âñå îáú-
åêòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íàäñòðîéêàìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíàÿ
ñèñòåìà DΣ on K/ ', âìåñòå ñ ëèíåéíûì òðåêîâûì ðàñøèðåíèåì

DΣ
+→ T

→
→K → K/ ' .

(B) Ïóñòü K ′ � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ èç Top∗, âñå îáúåêòû êîòîðîé ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ïåòåëü. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà
DΩ on K ′/ ', âìåñòå ñ ëèíåéíûì òðåêîâûì ðàñøèðåíèåì

DΩ
+→ T

→
→K ′ → K ′/ '
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Èç òåîðåìû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî ýòè ëèíåéíûå òðåêîâûå ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñò-
âóþò íåêîòîðûì êîãîìîëîãè÷åñêèì êëàññàì < K >Σ ∈ H3(K/ ', DΣ) è <
K ′ >Ω ∈H3(K ′/ ', DΩ). Ýòè êëàññû íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè ñêîáêàìè
Òîäû äëÿ K è K ′. Âñå êëàññè÷åñêèå òðîéíûå ñêîáêè Òîäû < f, g, h > ìîæíî
ïîëó÷èòü, ñîãëàñíî [49] è [44], èç óíèâåðñàëüíîé ñêîáêè Òîäû < K >Σ.

Çàìåòèì, ÷òî Áàóåñ è Äðåêìàí â [49] ðàññìîòðåëè áîëåå îáùèè òåîðèè
êîãîìîëîãèé êàòåãîðèé.
Áèêàòåãîðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ì. Äæèáëàäçå [2] ïîñòðîèë äðóãóþ èí-
òåðïðåòàöèþ H3(C, D).

Áèêàòåãîðèÿ B ñîñòîèò èç
a) êëàññà ObB îáúåêòîâ;
b) ñåìåéñòâà êàòåãîðèé B(X, Y ), ãäå X,Y ∈ Ob B;
c) ñåìåéñòâà îáúåêòîâ IX ∈ B(X,X), ãäå X ∈ Ob B;
d) ñåìåéñòâà ôóíêòîðîâ

MX,Y,Z : B(X, Y )× B(Y,Z)→B(X, Z),

ãäå X, Y, Z ∈ Ob B;
e) ñåìåéñòâ åñòåñòâåííûõ èçîìîðôèçìîâ

λX,Y : 1B(X,Y ) → MX,X,Y ◦ (IX × 1B(X,Y )),

ρX,Y : 1B(X,Y ) → MX,Y,Y ◦ (1B(X,Y ) × IY ),

µX,Y,Z,T : MX,Y,T ◦ (1×MY,Z,T ) → MX,Z,T ◦ (MX,Y,T × 1),

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè.
Ãîìîìîðôèçìîì P : B → C ìåæäó áèêàòåãîðèÿìè íàçûâàåòñÿ îòîáðà-

æåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó îáúåêòó X èç B íåêîòîðûé îáúåêò PX â
C è èçîìîðôèçì

PX : IPX → P (IX),

êàæäîé ïàðå îáúåêòîâ X, Y � ôóíêòîð

PX,Y : B(X, Y ) → C(PX, PY ),

è êàæäîé ïàðå (G : X → Y, F : Y → Z) � èçîìîðôèçì

P (F,G) : (PF )(PG) → P (FG),

óäîâëåòâîðÿþùèå ïîäõîäÿùèì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà S îáîçíà÷èì ÷åðåç Ad(S) àíòèäèñêðåò-

íóþ êàòåãîðèþ ñ Ob(Ad(S)) = S.
Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, D � íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà íà C. Ðàññìîòðèì

C êàê áèêàòåãîðèþ, äëÿ êîòîðîé âñå C(X, Y ) äèñêðåòíû. Ãîìîìîðôèçì
P : B → C áèêàòåãîðèé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì áèðàñøèðåíèåì êàòåãîðèè
C ñ ïîìîùüþ D, åñëè

1) P òîæäåñòâåííûé íà îáúåêòàõ;
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2) äëÿ ìîðôèçìà f : X → Y êàòåãîðèè C, P−1(f) áóäåò îáîçíà÷àòü
ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ èç B(X, Y ), êîòîðóþ P ïåðåâîäèò â f , òîãäà î÷åâèä-
íûé ôóíêòîð

P−1(f) −→ Ad(S)

äîëæåí èìåòü ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòîÿííîé íà-
òóðàëüíîé ñèñòåìû D(f);

3) áîëåå òîãî, äåéñòâèÿ D(f) íà p−1(f) ñîãëàñîâàíû ñ êîìïîçèöèåé, òî
åñòü äëÿ âñÿêîé äèàãðàììû

X
g′

−→−→
g′′

Y
f ′

−→−→
f ′′

Z

â B è 2�ìîðôèçìîâ ψ : g′ → g′′, ϕ : f ′ → f ′′, óäîâëåòâîðÿþùèõ P (f ′) =
P (f ′′) = f , P (g′) = P (g′′) = g, P (ψ) = 1g, P (ϕ) = 1f , èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f ′(b + ψ) = f b + f ′ψ, (a + ϕ)g′ = a g + ϕg′

äëÿ âñåõ a ∈ D(f), b ∈ D(g). Îïðåäåëÿåòñÿ ìîðôèçì ìåæäó áèðàñøèðåíèÿ-
ìè. Åñëè ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ìåæäó P1 : B1 → C è P2 : B2 → C, òî P1 è
P2 îáúÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ì. Äæèáëàäçå äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïïû H3(C, D) è êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè
áèðàñøèðåíèé ñ ïîìîùüþ D.
Èòåðèðîâàííûå ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ. Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ,
F : C′ → Ab � íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà. Ïèðàøâèëè [17] ââåë n�êðàòíîå ëè-
íåéíîå ðàñøèðåíèå äëÿ n ≥ 1

0 → F
γ→ Fn−1

∂n−1→ · · · ∂2→ F1 → E
p→ C

C ñ ïîìîùüþ F êàê òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → F
γ→ Fn−1

∂n−1→ · · · ∂2→ F1

íàòóðàëüíûõ ñèñòåì íà C ñ ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì

Coker∂2
+→ E

p→ C

C ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíîé ñèñòåìû Coker∂2. Âñå n�êðàòíûå ëèíåéíûå ðàñ-
øèðåíèÿ C ñ ïîìîùüþ F ñîñòàâëÿþò êàòåãîðèþ, ìíîæåñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè êîòîðîé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Mn(C, F ). Ïèðàøâèëè äîêàçàë, ÷òî
Mn(C, F ) ∼= Hn+1(C, F ), ïðè âñåõ n ≥ 1.

3.4 Ðàçìåðíîñòü Áàóýñà�Âèðøèíãà
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàëîé êàòåãîðèè C åå ðàçìåðíîñòü Áàóýñà�Âèðøèíãà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê Dim C = c.d.C′, ãäå C′ � êàòåãîðèÿ ôàêòîðèçàöèé.
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Ïóñòü Σ ⊆ Mor(C) � ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ. Áàóýñ è Âèðøèíã äîêàçàëè
â [53], ÷òî åñëè Dim C ≤ 1, òî Dim (Σ−1 C) ≤ 1.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû Ëàóäàëà è ×åíãà, î õàðàêòåðèçàöèè êàòåãîðèé
êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 0, õàðàêòåðèçóþò êàòåãîðèè, îáëàäàþùèå
ñâîéñòâîì Dim C = 0.

Åñëè ìàëàÿ êàòåãîðèÿ äîïóñêàåò ñîêðàùåíèÿ, òî Dim C = dim C, è ñâîé-
ñòâà ðàçìåðíîñòè Áàóýñà�Âèðøèíãà äëÿ òàêèõ êàòåãîðèé áóäóò îáñóæäàòü-
ñÿ â ñëåäóþùåé ÷àñòè.

4 Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà ìàëîé
êàòåãîðèè

Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà èìååò èñòî÷íèêè â òåîðèè êîëåö. Ìû
íà÷íåì ñ îáîáùåíèÿ êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà è èõ èíòåðïðåòàöèè íà àë-
ãåáðîèäû. Çàòåì ðàññìîòðèì êàòåãîðèè ñ ñîêðàùåíèÿìè ðàçìåðíîñòè Õîõ-
øèëüäà�Ìèò÷åëà 1. Ïîñëå ýòîãî ìû îïèøåì ðàçìåðíîñòè êîíå÷íûõ ÷. ó.
è ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ðàçäåë çàâåðøàåòñÿ îáçîðîì ðàáîò
Äæèáëàäçå è Ïèðàøâèëè ïî ïðèëîæåíèÿì â òåîðèè êîãîìîëîãèé àëãåáðà-
è÷åñêèõ òåîðèé.

4.1 Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà àëãåáðîèäîâ
Ïóñòü A � ïðåäàääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, è ïóñòü C(A) îáîçíà÷àåò êëàññ ýí-
äîìîðôèçìîâ òîæäåñòâåííîãî ôóíêòîðà 1A. Òîãäà C(A) � êîììóòàòèâíîå
êîëüöî ñ 1 (åñëè èãíîðèðîâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êëàññ åãî ýëåìåíòîâ
ìîæåò íå áûòü ìíîæåñòâîì), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ öåíòðîì A. Åñëè Λ �
ïðåäàääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê êîëüöî, òî C(Λ) èçîìîðô-
íî ïîäêîëüöó, ñîñòîÿùåìó èç âñåõ òàêèõ c ∈ Λ, ÷òî cλ = λc ïðè âñåõ λ ∈ Λ.

Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1. K�êàòåãîðèåé íàçûâàåòñÿ ïðåä-
àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ A âìåñòå ñ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö K → C(A). Ýêâè-
âàëåíòíî, K�êàòåãîðèÿ åñòü êàòåãîðèÿ A, íàäåëåííàÿ K�ìîäóëüíîé ñòðóê-
òóðîé íà êàæäîì hom�ìíîæåñòâå òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîìïîçèöèÿ

A(A, B)×A(B, C) −→ A(A,C)

K�áèëèíåéíà.
Îäíîîáúåêòíàÿ K�êàòåãîðèÿ áóäåò â òî÷íîñòè àññîöèàòèâíîé K�àëãåá-

ðîé, è ýòî ïîñëóæèëî ïîâîäîì äëÿ òîãî, ÷òîáû Ìèò÷åë íàçâàë ìàëóþ K�
êàòåãîðèþ K�àëãåáðîèäîì. Ïóñòü A è B � K�êàòåãîðèè. Ôóíêòîð F : A →
B íàçûâàåòñÿ K�ôóíêòîðîì, åñëè A(A,A′) → B(FA, FA′) ÿâëÿåòñÿ K�
ìîäóëüíûì ãîìîìîðôèçìîì ïðè âñåõ A,A′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BA êàòåãîðèþ
âñåõ K�ôóíêòîðîâA → B èç K�àëãåáðîèäàA â K�êàòåãîðèþ B. Òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå K�àëãåáðîèäîâ A⊗K B ìîæíî îïðåäåëèòü î÷åâèäíûì ïóòåì,
êàê äîïóñêàþùåå åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû

Add(A⊗K B, C) ∼= Add( B, Add(A, C)).
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A-ìîäóëåì íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûé ôóíêòîð M : A → Ab, èëè, ðàâíîñèëü-
íî, K-ôóíêòîð M : A → ModK .
Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà. Ïóñòü A � K�àëãåáðîèä. Àëãåáðîèäîì, îáåð-
òûâàþùèì A íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ Ae = Aop ⊗K A. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
Ae-ìîäóëÿ M îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïû êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà àëãåáðîèäà A
ñ êîýôôèöèåíòàìè â M

Hn(A,M) = Extn
Ae(A,M),

ãäå A îáîçíà÷àåò ôóíêòîð A(−, =) : Aop ⊗K A → Ab (ýêâèâàëåíòíî, K-
ôóíêòîð èç Ae â ModK).

Ðàçìåðíîñòüþ Õîõøèëüäà dim KA íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü
îáúåêòà A(−, =) â êàòåãîðèè Add(Ae, Ab).

Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, K C îáîçíà÷àåò K�êàòåãîðèþ, ïîðîæäåí-
íóþ C. Òîãäà ðàçìåðíîñòü dim KK C ðàâíà ïðîåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè îáú-
åêòà K C(−, =) ∈ ModC

op×C
K . Çíà÷èò, ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà

dim K C áóäåò ðàâíà ïðîåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè K C(−, =) ∈ AbC
op×C.

Äëÿ ðàçìåðíîñòè Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà dim C ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå [53]:

dim K C = sup{n ≥ 0 : lim n
C′(−) ◦ (dom , cod ) 6= 0},

ãäå lim n
C′ � ôóíêòîðû èç ModC

′
K â ModK .

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ K-àëãåáðîèäîâ. Åñëè M � Ae-ìîäóëü, òî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì [73] â M íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî K-ìîäóëüíûõ ãîìîìîðôèç-
ìîâ

d = da,b : A(a, b) → M(a, b),

óäîâëåòâîðÿþùèõ d(λµ) = (dλ)µ + λ(dµ). Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âèäà dλ =
λma −mbλ, λ ∈ A(a, b), äëÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ma ∈ M(a, a), íàçûâàþòñÿ
ãëàâíûìè. Ôàêòîð-ìîäóëü K-ìîäóëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé ïî ìîäóëþ ãëàâ-
íûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé èçîìîðôåí H1(A,M).
Ðàñøèðåíèÿ íàä K-àëãåáðîèäàìè. Ïóñòü çàäàí K-àëãåáðîèä A. Íàïîì-
íèì, ÷òî (äâóõñòîðîííèé) èäåàë â A åñòü ïîäôóíêòîð I ⊆ A. Îí ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü ôàêòîð-àëãåáðîèä A/I. Òîæäåñòâåííûé íà îáúåêòàõ ìîðôèçì
K-àëãåáðîèäîâ E → A íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì íàä A, åñëè fa,b : E(a, b) →
A(a, b) � èíúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû K�ìîäóëåé äëÿ âñåõ a, b ∈ ObA. Åñëè
M(a, b) � ÿäðà fa,b, òî M � èäåàë â E , è ìû èìååì A ∼= E/M . Äâóõñòîðîííåå
äåéñòâèå E íà M èíäóöèðóåò äâóõñòîðîííåå äåéñòâèåA íà M , åñëè è òîëüêî
åñëè M2 = 0. Çäåñü M2 � èäåàë, ïîðîæäåííûé m1m2, ãäå m1,m2 ∈ M . Îáî-
çíà÷àÿ âëîæåíèå M → E ÷åðåç g, ìû áóäåì ãîâîðèòü òîãäà, ÷òî ñåìåéñòâî
êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé K-ìîäóëåé M

g→ E f→ A ÿâëÿåòñÿ
ñèíãóëÿðíûì ðàñøèðåíèåì íàä A ñ ÿäðîì M . Äâà òàêèõ ðàñøèðåíèÿ (g1, f1)
è (g2, f2), ñ îäèíàêîâûì ÿäðîì M íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàé-
äåòñÿ òàêîé ìîðôèçì k : E1 → E2 ìåæäó K-àëãåáðîèäàìè, ÷òî kg1 = g2 è
f2k = f1. Â ýòîì ñëó÷àå k áóäåò äàæå èçîìîðôèçìîì.
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A-ìîäóëü íàçûâàåòñÿ K-ïðîåêòèâíûì, åñëè M(a) � ïðîåêòèâíûå K-
ìîäóëè äëÿ âñåõ a ∈ ObA.

Åñëè A ÿâëÿþòñÿ K-ïðîåêòèâíûìè êàê Ae-ìîäóëè, òî ñóùåñòâóåò áè-
åêöèÿ ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ñèíãóëÿðíûõ ðàñøèðåíèé íàä A ñ
ÿäðîì M è ýëåìåíòàìè ãðóïïû H2(A,M) [73].

4.2 Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà êàòåãîðèé
ñî ñëàáûìè ñîêðàùåíèÿìè

Â ðàáîòå [53] áûëè äîêàçàíû íåðàâåíñòâà c.d.C ≤ dim C ≤ Dim C. Äëÿ
ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ýëåìåíòîâ èäåìïîòåíòíîãî ìîíîèäà E = {1, e} áûëî
äîêàçàíî [32], ÷òî dim C = 0 è Dim C = 1. Ñòàëî áûòü, êàæäîå èç ýòèõ
íåðàâåíñòâ ìîæåò áûòü ñòðîãèì.
Êàòåãîðèè ðàçìåðíîñòè 0. Åñëè C � êàòåãîðèÿ, íå èìåþùàÿ èäåìïî-
òåíòîâ, êðîìå òîæäåñòâåííûõ ìîðôèçìîâ, òî dim C = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàòåãîðèÿ C ýêâèâàëåíòíà äèñêðåòíîé êàòåãîðèè. Äâå ìàëûå
àääèòèâíûå êàòåãîðèè C è D íàçûâàþòñÿ em ýêâèâàëåíòíûìè â ñìûñëå
Ìîðèòû, åñëè êàòåãîðèè Add( C,Ab) è Add(D, Ab) ýêâèâàëåíòíû. Ìèò÷åë
[139] ïðåäïîëîæèë, ÷òî dim C = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ äèñêðåòíàÿ êàòåãîðèÿ D, ÷òî êàòåãîðèÿ ZC ýêâèâàëåíòíà ZD â ñìû-
ñëå Ìîðèòû. Â ðàáîòå [142] îí îõàðàêòåðèçîâàë âñå ìàëûå êàòåãîðèè ðàç-
ìåðíîñòè 0. ×åíã îõàðàêòåðèçîâàë ìîíîèäû ðàçìåðíîñòè 0 [64].

Íàïîìíèì, ÷òî äåëüòà åñòü ìàëàÿ ñêåëåòàëüíàÿ êàòåãîðèÿ, âñå ýíäîìîð-
ôèçìû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè.

Åñëè C � äåëüòà, è äëÿ íåêîòîðîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà K èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî dim K C = 0, òî C � äèñêðåòíàÿ [137, Ðàçäåë 33].
Ðàçìåðíîñòü äåëüò. Ïóñòü C � äåëüòà. Åñëè a, b ∈ ObC è C(a, b) 6= ∅, òî
ìû ïîëîæèì a ≤ b. Ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ äåëüòû ñ ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ
{x ∈ ObC : a ≤ x ≤ b} íàçûâàåòñÿ ìóñêóëîì. Äåëüòà íàçûâàåòñÿ ñëàáîé,
åñëè êàæäûé åå ìóñêóë èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ìîðôèçìîâ.

Ñëàáûå äåëüòû ðàçìåðíîñòè dim K C ≤ 2 îõàðàêòåðèçîâàíû Ìèò÷åëîì
[137].

Ìèò÷åë äîêàçàë â [137], ÷òî åñëè ìàëàÿ êàòåãîðèÿ C ñâîáîäíà, òî

dim K C ≤ 1.

Ãèïîòåçà 4.1 [137] Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ äåëüòà. Åñëè dim K C ≤ 1,
òî C � ñâîáîäíàÿ êàòåãîðèÿ.

Ìèò÷åë ïîäòâåðäèë ýòó ãèïîòåçó äëÿ ñëàáûõ äåëüò è äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ
[137, Ñ. 151]. Ïîëíîñòüþ ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà ×åíãîì [62]:

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, C � äåëüòà. Òîãäà
dim K C ≤ 1, åñëè è òîëüêî åñëè C � ñâîáîäíàÿ êàòåãîðèÿ.

Ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèé ñ ñîêðàùåíèÿìè.
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Òåîðåìà 4.2 [32] Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ ñ ñîêðàùåíèÿìè. Òîãäà Dim C =
dim C.

Ñëåäñòâèå 4.3 Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ ñ ñîêðàùåíèÿìè, G � ïîäãðóïïîèä
èç C. Òîãäà dim G ≤ dim C.

Äëÿ ãðóïï C ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê ëåììà Øàïèðî.
×åíã, Âó è Ìèò÷åë [73] äîêàçàëè, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�

Ìèò÷åëà êàòåãîðèè íå áîëüøå 1, òî ðàçìåðíîñòü åå êàòåãîðèè ÷àñòíûõ íå
áîëüøå 1:

Òåîðåìà 4.4 Åñëè dim K C ≤ 1, òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Σ ⊆ MorC
âåðíî íåðàâåíñòâî

dim KΣ−1 C ≤ 1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íî ñâîáîäíîé êàòåãîðèè C èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî dim K C ≤ 1. Òåîðåìà 4.4 ñïðàâåäëèâà äëÿ K-àëãåáðîèäîâ A è
ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ Σ ⊆ MorA, êîãäà A � K-ïðîåêòèâíûé Ae-ìîäóëü.

Äëÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìàëûõ êàòåãîðèé òåîðåìà Ñòîëëèíã-
ñà è Ñóîíà íåâåðíà. Òåì íå ìåíåå ãèïîòåçà 1.8 ñòàíîâèòñÿ ñïðàâåäëèâîé,
åñëè â åå ôîðìóëèðîâêå êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü çàìåíèòü ðàçìåð-
íîäñòüþ Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà:

Òåîðåìà 4.5 [31] Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ ñ ñîêðàùåíèÿìè ðàçìåðíîñòè

dim C ≤ 1.

Òîãäà C ÷àñòè÷íî ñâîáîäíà.

Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùåé ñëàáûå ñîêðàùåíèÿ, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ α, β ∈ MorC âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) αβ = α βα = α ⇒ β = 1;
(ii) åñëè αvβ = αβ äëÿ íåêîòîðîãî îáðàòèìîãî ìîðôèçìà v, òî v = 1.

Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé áåç êðó÷åíèÿ, åñëè αn = 1, äëÿ α ∈
Mor(C) è n > 0, âëå÷åò α = 1.

Òåîðåìà 4.6 [71] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � êàòåãîðèÿ áåç êðó÷åíèÿ, äîïóñ-
êàþùàÿ ñëàáûå ñîêðàùåíèÿ. Òîãäà dim K C ≤ 1, åñëè è òîëüêî åñëè C ÷à-
ñòè÷íî ñâîáîäíà.

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 4.2 [139] Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ ðàçìåðíî-
ñòè Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà 1, íå èìåþùàÿ èäåìïîòåíòîâ, êðîìå òîæäå-
ñòâåííûõ. Áóäåò ëè C êàòåãîðèåé ÷àñòíûõ ñâîáîäíîé êàòåãîðèè?
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4.3 Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Êàæäîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ äåëüòîé,
çíà÷èò dim K C = 0 â òåõ è òîëüêî òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà C äèñêðåòíî, è
dim K C ≤ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C èçîìîðôíî ñâîáîäíîé êàòåãî-
ðèè.
Ëîêàëüíî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè 2. Ïîä ëîêàëüíî êîíå÷-
íûì ìíîæåñòâîì ìû ïîäðàçóìåâàåì ÷. ó. ìíîæåñòâà, âñå èíòåðâàëû [a, b]
êîòîðûõ êîíå÷íû. Èñïîëüçóÿ [29, Ñëåäñòâèå 4.3] âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè
dim K C = sup{dim K [a, b] : a, b ∈ C} è gl.dim AbC = sup{gl.dim Ab[a,b] : a, b ∈
C} [140], èìååì

gl.dim AbC = 1 + dim C,

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà C.
(Íàäñòðîå÷íàÿ) n�êîðîíà [135] Ĉn ïðè n ≥ 2 ñîñòîèò èç 2n+2 ýëåìåíòîâ

{d, e1, e2, . . . , en, f1, f2, . . ., fn, g} óïîðÿäî÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿìè d < ei <
fi < g ïðè 1 ≤ i ≤ n, ei < fi−1 ïðè 2 ≤ i ≤ n, è e1 < fn. Öèôðà 8 ïîëó÷àåòñÿ
èç 2-êîðîíû Ĉ2 äîáàâëåíèåì x ñ ñîîòíîøåíèÿìè e1 < x < f1, e2 < x < f2.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî dim C ≥ 3 äëÿ ëþáîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà C, ñî-
äåðæàùåãî Ĉn êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ, n ≥ 3. Åñëè C ñîäåðæèò Ĉ2 êàê
ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ, íî íå ñîäåðæèò âìåñòå ñ íåé öèôðó 8, òî Ĉ2 � ðå-
òðàêò C, è ñíîâà dim C ≥ 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C ñîäåðæèò êîðîíó,
åñëè îíî ñîäåðæèò Ĉn êàê ïîëíóþ ïîêàòåãîðèþ äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2, ñ
îïèñàííûì âûøå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì â ñëó÷àå n = 2.

Ïóñòü C � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íåðàâåíñòâî dim C ≤ 2
ðàâíîñèëüíî gl.dim AbC − gl.dim Ab ≤ 2. Îòñþäà, ñîãëàñíî [61], íåðàâåíñòâî
dim C ≤ 2 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
n ≥ 2, ïðè êîòîðîì C ñîäåðæàëî áû íàäñòðîå÷íóþ êîðîíó Ĉn.
Ðàçìåðíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà 4.7 Ïóñòü C è D � ëîêàëüíî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà íåðà-
âåíñòâî

dim C× D < dim C+ dim D

áóäåò ñòðîãèì, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå 2 óñëîâèÿ:
1) 3 < dim C < ∞, 3 < dim D < ∞,
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2) äëÿ âñåõ a < b â C è x < y â D, ïðè p = dim C − 2 è q = dim D − 2,
ãðóïïû Hp(]a, b[) è Hq(]x, y[) ðàâíû 0, à ãðóïïû Hp−1(]a, b[) è Hq−1(]x, y[) íå
ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà.

Ìèò÷åë ïåðâûì ïðèâåë ïðèìåðû, êîãäà ýòè íåðàâåíñòâà ñòðîãèå.
Ëîêàëüíî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè 3. Ïóñòü C � ëîêàëüíî
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, A � êàòåãîðèÿ, A ∈ A � îáúåêò. Îïðåäåëèì ôóíêòîð
AC : Cop × C→ A êàê ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ AC(a, b) = A, ïðè a ≤ b, è
AC(a, b) = 0 � â äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Â [135] Ìèò÷åë äîêàçàë, ÷òî åñëè C = Ĉn �
íàäñòðîå÷íàÿ n-êîðîíà, n ≥ 2, òî pdAC = 3+pdA. Â [137] îí ïðåäïîëîæèë,
÷òî ýòî ðàâåíñòâî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè dim C = 3. Ýòà äîãàäêà áûëà ïîäòâåðæäåíà â [33]:

Òåîðåìà 4.8 Ïóñòü C � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè Õîõ-
øèëüäà�Ìèò÷åëà 3, A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, A � îáúåêò èç A. Òîãäà

pdAC = 3 + pdA

Êîíòðïðèìåðû. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ñþðúåêòèâíûõ íåóáûâàþùèõ îòî-
áðàæåíèé ðåøåòîê C1 → C2, äëÿ êîòîðûõ dim C1 < dim C2 [29].

4.4 Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Òîãäà êàòåãîðèÿ ôàêòîðèçàöèé C′ èçîìîðôíà
ìíîæåñòâó çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ [a, b] = {x ∈ C : a ≤ x ≤ b}, óïîðÿäî÷åí-
íîìó ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ” ⊆ ”.

Ìèò÷åë äîêàçàë â [137], ÷òî åñëè C � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
âñå çàìêíóòûå èíòåðâàëû êîòîðîãî èìåþò ìîùíîñòè íå áîëüøå ℵn, òî

dim K C ≤ n + 2

Â ÷àñòíîñòè, óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èìååò ðàçìåð-
íîñòü ≤ 2.
Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü ωn � íàèìåíüøèé îðäèíàë
ìîùíîñòè ℵn. Ìèò÷åë [137] âû÷èñëèë dim C äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ C, êðîìå
îðäèíàëîâ ω1, ..., ωn , ...

Ãåðìàí Áðþíå âû÷èñëèë ðàçìåðíîñòè dim ωn, ïðè âñåõ n ∈ N. Îí äîêà-
çàë, ÷òî dim Kωn = n + 1 [56].

Òåîðåìà 4.9 [140] Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, α � îðäèíàë
ìîùíîñòè ℵn. Òîãäà dim Kα = n + 2, åñëè α > ωn, è dim Kα = n + 1, ïðè
α = ωn.

Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ω0 + 1 êàê ðåòðàêò, çíà÷èò
îíî èìååò ðàçìåðíîñòü 2.
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Ïëîòíîñòü. Ïóñòü R îáîçíà÷àåò óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ
÷èñåë. Ìèò÷åë ïîñòàâèë ïðîáëåìó � âû÷èñëèòü dimR. Ýòà ïðîáëåìà áûëà
ðåøåíà Ñòàíèñëàâîì Áàëüöåðæèêîì [41]. Îí ñêîíñòðóèðîâàë ïðîåêòèâíóþ
ðåçîëüâåíòó

0 → T3
d3→ T2

d2→ T1
d1→ T0 −→ KR(−, =) → 0

â êàòåãîðèè ModRop×R
K è ïîêàçàë, ÷òî ìîíîìîðôèçì d3 íå ðàñùåïëÿåì. Ýòî

äàëî ñëåäóþùèé îòâåò íà âîïðîñ Ìèò÷åëà:

Òåîðåìà 4.10 Ðàçìåðíîñòü Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà dim KR óïîðÿäî÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíà 3, äëÿ âñÿêîãî êîììóòàòèâíîãî
êîëüöà K ñ 1.

Ìèò÷åë [137] ïîñòàâèë âîïðîñ, áóäåò ëè ñâîéñòâî ñ÷åòíîñòè õàðàêòåðè-
çîâàòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè ≤ 2? Äëÿ ïîäìíî-
æåñòâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ýòî áûëî äîêàçàíî â [26]:

Òåîðåìà 4.11 Ïóñòü C ⊆ R � òàêîå ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë, ÷òî 2ℵ0 < 2|C|. Òîãäà dim C = 3.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè C ⊆ R è |C| = 2ℵ0 , òî dim C = 3. Â ïðåäïîëîæåíèè
2ℵ0 < 2ℵ1 ðàçìåðíîñòü êàæäîãî íåñ÷åòíîãî C ⊆ R ðàâíà 3.

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 4.3 Ïóñòü C � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
ðàçìåðíîñòè dim C ≤ 2. Äîêàçàòü, ÷òî |[a, b]| ≤ ℵ0 äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ
èíòåðâàëîâ [a, b] â C.

Â [26] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî dim íå óáûâàåò íà êëàññå âñåõ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, óïîðÿäî÷åííîì ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ âêëþ÷å-
íèÿ:

Òåîðåìà 4.12 Ïóñòü C � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊆ C èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî dim X ≤ dim C.

Îïðåäåëåíèå 4.4 Ïóñòü C � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîä-
ìíîæåñòâî I ⊆ C íàçûâàåòñÿ ïîëóïëîòíûì, åñëè îíî èìååò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì çàìêíóòûì èíòåðâàëîì, ñîäåðæàùèì ïî êðàéíåé
ìåðå äâà ýëåìåíòà.

Â [27] âû÷èñëåíà ðàçìåðíîñòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ C, ñî-
äåðæàùèõ òàêèå ïîëóïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà I ⊆ C, ÷òî |I| < |C|:

Òåîðåìà 4.13 Ïóñòü I ⊂ C � ïîëóïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, è ïóñòü |C| > |I| = ℵn, ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ n <
∞. Åñëè ℵn = 2ℵn−1 è 2ℵn < 2|C|, òî dim C = n + 3 è dim I = n + 2.

Ìèò÷åë ïûòàëñÿ âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè âñåõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ:
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Ãèïîòåçà 4.5 (Îáùàÿ ãèïîòåçà Ìèò÷åëà) Ïóñòü C � ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà dim C = n + 2, ãäå ℵn = sup{|[a, b]| : a, b ∈ C}.

Ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Cn = {0, 1}ωn ñîäåðæèò
ïîëóïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî

Hn = {ϕ : ωn → {0, 1} : (∃β < ωn) (ϕ(β) = 1 ϕ(α) = 0 α > β)}.
Çíà÷èò, â ñëó÷àå 2ℵn−1 > ℵn áóäóò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâà dim Cn = n +
3, dim Hn = n + 2. Âûáèðàÿ íàèìåíüøèé n, óäîâëåòâîðÿþùèé 2ℵn > ℵn+1,
ïîëó÷àåì dim Cn = n + 3 è |Cn| > ℵn+1. Îòñþäà ïîëó÷àåì äîêàçàííîå
âïåðâûå â ðàáîòå [25]
Ñëåäñòâèå 4.14 Åñëè ñóùåñòâóåò n, äëÿ êîòîðîãî 2ℵn > ℵn+1, òî îáùàÿ
ãèïîòåçà Ìèò÷åëà íåâåðíà.

Â [27] íàéäåíû óòâåðæäåíèÿ î ðàçìåðíîñòè Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà, ðàâ-
íîñèëüíûå òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííûì àêñèîìàì:
Òåîðåìà 4.15 Ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(CHω) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ≥ 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà 2ℵn =
ℵn+1;

(D) åñëè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî C ñîäåðæèò òàêîå ïîëó-
ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî I, ÷òî |C| > |I| = ℵn, òî dim C = n + 3.
Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 4.6 Áóäåò ëè îáùàÿ ãèïîòåçà Ìèò÷åëà ýêâèâàëåí-
òíà (CHω)?
(Ïî ñëåäñòâèþ 4.14 èìïëèêàöèÿ "⇒"âåðíà.)

4.5 Êîãîìîëîãèè àëãåáðàè÷åñêèõ òåîðèé
Äæèáëàäçå è Ïèðàøâèëè [114] îáîáùèëè êîãîìîëîãèè Ìàêëåéíà êîëåö íà
àëãåáðàè÷åñêèå òåîðèè. Àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèåé A íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ,
ñ ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ ObA = {An : n ∈ N}, ãäå An = A1 × · · · × A1, ïðè
n ∈ N, îáîçíà÷àþò n-êðàòíûå ïðîèçâåäåíèÿ A1 íà ñåáÿ. Â ÷àñòíîñòè, A0 �
òåðìèíàëüíûé îáúåêò â A. A-àëãåáðîé â êàòåãîðèè A íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð
A → A, ñîõðàíÿþùèé êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Êàòåãîðèÿ A-àëãåáð â Ens
è åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ab. Âëîæåíèå Èîíåäû
èíäóöèðóåò ïîëíîå âëîæåíèå IA : Aop → Ab, çíà÷åíèÿìè êîòîðîãî IA(An)
áóäóò â òî÷íîñòè ñâîáîäíûå àëãåáðû, ïîðîæäåííûå n ýëåìåíòàìè. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ A ýêâèâàëåíòíà äóàëüíîé ê
ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè èç Ab, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ
A-àëãåáð. Íàïðèìåð, åñëè A � àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï, òî
Aop áóäåò êàòåãîðèåé ñ îáúåêòàìè 0, Z, Z2, Z3, ... , åå ìîðôèçìû Zm → Zn,
áóäóò çàäàâàòüñÿ öåëî÷èñëåííûìè m× n ìàòðèöàìè.

Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ab(Ab) êàòåãîðèþ
A-àëãåáð â Ab. Ïóñòü U : Ab → Ens � çàáûâàþùèé ôóíêòîð. Ðàññìîòðèì
ôóíêòîð Ab(Ab) → Ab, äåéñòâóþùèé êàê X 7→ U ◦ X. Îí èìååò ëåâûé
ñîïðÿæåííûé (−)ab : Ab → Ab(Ab).
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Îïðåäåëåíèå 4.7 [114] Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ, T : Aop →
Ab(Ab) � ôóíêòîð. Êîãîìîëîãèè A ñ êîýôôèöèåíòàìè â T îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå

H∗(A, T ) = Ext∗((IA)ab, T ),

ãäå (IA)ab � êîìïîçèöèÿ

Aop I A−→ Ab (−)ab−→ Ab(Ab).

Äëÿ ôóíêòîðà T : Aop → Ab(Ab), îáîçíà÷èì ÷åðåç T̃ : A × Aop → Ab
ôóíêòîð, äëÿ êîòîðîãî T̃ (An, Am) = T (An)(Am).

Ïðåäëîæåíèå 4.16 [114] Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ, T : Aop →
Ab(Ab) � ôóíêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû

H∗(A, T ) ∼= H∗(Aop, T̃ ),

ãäå Hn(Aop, T̃ ) � êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà�Ìèò÷åëà êàòåãîðèè Aop ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â T̃ .

Ïóñòü Th � êàòåãîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ òåîðèé, â êîòîðîé ìîðôèçìà-
ìè ñëóæàò ñîõðàíÿþùèå ïðîèçâåäåíèÿ è áèåêòèâíûå íà îáúåêòàõ ôóíê-
òîðû. Îáîçíà÷èì Ensω =

∏
n∈N

Ensn, ãäå Ensn = Ens. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð

Ω : Th → Ensω, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå Ω(A) = {A(An, A1)}n∈N. Èç-
âåñòíî [174], ÷òî Ω èìååò íåêîòîðûé ëåâûé ñîïðÿæåííûé L. Òåîðèÿ A íà-
çûâàåòñÿ ñâîáîäíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îáúåêò P â Ensω, ÷òî A ∼= L(P ).
Â ðàáîòå [114] äîêàçàíî, ÷òî åñëè A � ñâîáîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ, òî
Hn(A,−) = 0, ïðè n ≥ 2.

Â ñëó÷àå, êîãäà Ab � êàòåãîðèÿ R-ìîäóëåé íàä êîëüöîì ñ 1, êîãîìîëîãèè
àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì Ìàêëåéíà [114]

H∗(R, M) ∼= Ext∗(I,M ⊗R (−)),

ãäå I � âëîæåíèå êàòåãîðèè F ñâîáîäíûõ êîíå÷íî�ïîðîæäåííûõ ëåâûõ R-
ìîäóëåé â ModR, à Extn ðàññìàòðèâàþòñÿ â êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ F →
ModR.

Â [157] ïîëó÷åíû è ïðèìåíåíû ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ãîìîëî-
ãèé Ìàêëåéíà. Â ðàáîòå [54] áûëè íàéäåíû äðóãèå ïðèëîæåíèÿ ãîìîëîãèé
ôóíêòîðîâ T : A × Aop → Ab, ãäå A � àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ R-ìîäóëåé
íàä êîëüöîì R ñ 1.

5 Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè
ôóíêòîðîâ

Ýòà ÷àñòü ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ãðóïïàõ ðàñøèðåíèé â êàòåãîðèè ôóíê-
òîðîâ. Ìû íà÷èíàåì ñî ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê
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ãðóïïàì ðàñøèðåíèé ôóíêòîðîâ. Çàòåì ïåðåõîäèì ê îáîáùåíèÿì êëàññè-
÷åñêèõ òåîðåì, ïðèíàäëåæàùèõ Ãèëüáåðòó è Ìàøêå. Ïîòîì ìû ðàññìàòðè-
âàåì îáîáùåíèÿ òåîðåìû Êâèëëåíà�Ñóñëèíà íà ïðåäàääèòèâíûå êàòåãîðèè.
Ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ,
îïðåäåëåííûõ íà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ è êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

5.1 Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè ìîäóëåé
Îáúåêò A ∈ A íàçûâàåòñÿ ìàëûì, åñëè hA = A(A,−) ñîõðàíÿåò êîïðî-
èçâåäåíèÿ. Îáúåêò A íàçûâàåòñÿ óíèâàëåíòíûì (èëè îáðàçóþùèì), åñëè
hA óíèâàëåíòåí. Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî {Ai}i∈I îáúåêòîâ Ai ∈
ObA íàçûâàåòñÿ óíèâàëåíòíûì èëè ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ, åñëè îáúåêò∏
i∈I

Ai óíèâàëåíòåí. Ôðåéä îõàðàêòåðèçîâàë êàòåãîðèè àääèòèâíûõ ôóíêòî-

ðîâ Add( C,Ab) êàê àáåëåâû êàòåãîðèè ñ êîïðîèçâåäåíèÿìè è óíèâàëåíòíûì
ìíîæåñòâîì ìàëûõ ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Ïîä êîëüöîèäàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ìàëûå ïðåäàääèòèâ-
íûå êàòåãîðèè. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé êîëüöîèä C, ÷òî A ∼= Add( C,Ab),
òî A íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé êàòåãîðèåé ìîäóëåé, à åå îáúåêòû � C�ìî-
äóëÿìè. Îáîçíà÷èì ModC = Add( C,Ab).

Ïóñòü C � êîëüöîèä. Òî÷íîå âëîæåíèå I : ModC → AbC èíäóöèðóåò
íåêîòîðûå ìîðôèçìû In : Extn(T, F ) → Extn(I(T ), I(F )) äëÿ ëþáûõ T, F ∈
ModC . Äëÿ âñÿêîãî ôóíêòîðà G : C → Ab êîìïîçèöèÿ C

G→ Ab
U→ Ens

L→
Ab áóäåò àääèòèâíûì ôóíêòîðîì. Çíà÷èò, àóãìåíòàöèÿ LUG → G ïðèíàä-
ëåæèò ModC è èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçìû

Extn(I(T ), I(F )) → Extn(LUI(T ), I(F )).

Ïèðàøâèëè â [156] äîêàçàë, ÷òî êîìïîçèöèÿ

Extn(T, F ) In−→ Extn(I(T ), I(F )) → Extn(LUI(T ), I(F ))

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ âñåõ n ∈ N, è T, F ∈ ModC . Òàêèì îáðàçîì,
ðàñøèðåíèÿ â êàòåãîðèè ìîäóëåé ìîæíî èçó÷àòü êàê ðàñøèðåíèÿ â êàòåãî-
ðèè (íåàääèòèâíûõ) ôóíêòîðîâ.
Ãðóïïû ðàñøèðåíèé ôóíêòîðîâ. Â ðàáîòàõ [3] è [114] áûëà ïîñòðî-
åíà ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê ãðóïïàì ðàñøèðåíèé
Extn(F,G) äëÿ ôóíêòîðîâ F,G : C→ ModR, ãäå R � êîëüöî ñ 1, à C � ìàëàÿ
êàòåãîðèÿ. Â ðàáîòå [24] ýòà ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåíà
äëÿ ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé êàòåãîðèè ñ äîñòàòî÷íûì ÷èñëîì ïðîåêòèâíûõ
îáúåêòîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ìû íàçûâàåì E-êîïðîèçâåäåíèåì ôóíê-
òîð AE → A, ïåðåâîäÿùèé êàæäîå ñåìåéñòâî {Ae}e∈E â

∑
e∈E Ae.

Òåîðåìà 5.1 [24] Ïóñòü C � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ
ObC-êîïðîèçâåäåíèÿìè è Ob(C/c)-êîïðîèçâåäåíèÿìè äëÿ âñåõ c ∈ ObC, P
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� ñîáñòâåííûé êëàññ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â A, â ñìûñëå [125], äëÿ
êîòîðûõ A èìååò äîñòàòî÷íî P -ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ, è äëÿ êàæäîãî
c ∈ ObC ôóíêòîð Ob(C/c)-êîïðîèçâåäåíèÿ ïåðåâîäèò âñÿêîå ñåìåéñòâî P -
ýïèìîðôèçìîâ â P -ýïèìîðôèçì. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôóíêòîðîâ F, G : C→ A
ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðâîé ÷åòâåðòè

Ep,q
2 = lim p

C′{Extq
P (F (dom α), G(cod (α)))} ⇒ Extp+q

CP (F, G)

ãäå CP � ñîáñòâåííûé êëàññ â AC, ñîñòîÿùèé èç òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé 0 → F ′ → F → F ′′ → 0, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 →
F ′(c) → F (c) → F ′′(c) → 0 ïðèíàäëåæàò P ïðè âñåõ c ∈ ObC.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíàäëåæàùåãî Ìèò÷åëó [134] óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çíà÷åíèé
Ext â ðàáîòå [24] äîêàçàíî, ÷òî åñëè âñå êàòåãîðèè C/c êîíå÷íû, òî ýòà
ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ àáå-
ëåâîé êàòåãîðèè A è ñîáñòâåííîãî êëàññà P .
Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü modfpR � êàòåãîðèÿ êîíå÷íî-ïðåäñòà-
âèìûõ ïðàâûõ R�ìîäóëåé íàä êîëüöîì R ñ 1. Â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è
â äðóãèõ ðàçäåëàõ òåîðèè êîëåö áûâàåò íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàòåãî-
ðèè D(R) = Add(modfpR, Ab) è L(R) = Add((modfpR)op, Ab). Èåíñåí ïîêà-
çàë [112], ÷òî êîììóòàòèâíûå íåòåðîâû êîëüöà R, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-
âåíñòâó gl.dim D(R) ≤ 2, áóäóò â òî÷íîñòè àðòèíîâûìè êîëüöàìè ãëàâíûõ
èäåàëîâ (èëè êîëüöàìè Ê�åòå). Áðþíå â [59] ïîêàçàë, ÷òî êîììóòàòèâíûå
íåòåðîâû êîëüöà R ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè gl.dim L(R) ≤ 2 áóäóò â òî÷íî-
ñòè êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè R = R1×· · ·×Rn êîëåö, êàæäîå èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì Ê�åòå èëè äåäåêèíäîâîé îáëàñòüþ.

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, âìåñòå ñ [112, Ñëåäñòâèå 1], âûòåêàåò, íàïðèìåð,
÷òî gl.dim D(Z) = 3 è gl.dim L(Z) = 2. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó ïðèìåðó,
åñëè R � àðòèíîâà àëãåáðà, òî gl.dim D(R) = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
gl.dim L(R) = 2.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ïðîåêòèâíûì, åñëè îí ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ïðÿìîé ñóììû êîíå÷íî-ïðåäñòàâèìûõ ìîäóëåé.
Â [59] äîêàçàíî, ÷òî åñëè R � íåòåðîâî ñïðàâà êîëüöî, óäîâëåòâîðÿåùåå
gl.dim L(R) ≤ 2, òî êàæäûé ïîäìîäóëü ÷èñòî ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R-
ìîäóëÿ ÷èñòî ïðîåêòèâåí.
×èñòàÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü C � êîëüöîèä. Òåíçîðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì ⊗ : ModCop ×ModC → Ab íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð, àääèòèâíûé ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó è îïðåäåëåííûé èçîìîðôèçìàìè

Ab(G⊗ F, A) ∼= ModCop(G, hA ◦ F ),

åñòåñòâåííûìè ïî G ∈ ModCop , F ∈ ModC è A ∈ Ab, ãäå hA = C(−, A).
Íàïîìíèì, ÷òî ïðàâûé C-ìîäóëü åñòü â òî÷íîñòè ëåâûé Cop�ìîäóëü. Ïóñòü
F � ëåâûé C-ìîäóëü. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî I, ñåìåéñòâî
{Ai}i∈I îáúåêòîâ Ai ∈ Ob C è ýïèìîðôèçì λ :

∑
i∈I

hAi → F , òî F íàçûâàåòñÿ
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êîíå÷íî-ïîðîæäåííûì. Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F1 → F0 → F → 0

ñ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûìè C-ìîäóëÿìè F0 è F1, òî ìû íàçûâàåì F êîíå÷íî-
ïðåäñòàâèìûì. Ñëåäóÿ Ñòåíñòð�åìó [178], áóäåì íàçûâàòü òî÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 â êàòåãîðèè ModC ÷èñòîé, åñëè äëÿ
êàæäîãî G ∈ ModCop èíäóöèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → G⊗ F ′ → G⊗ F → G⊗ F ′′ → 0

òî÷íà. Îáúåêò M ∈ ModC áóäåò ÷èñòî ïðîåêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
êîíå÷íî-ïîðîæäåííûé C-ìîäóëü P âìåñòå ñ ðåòðàêöèåé P → M . ×èñòîé
ïðîåêòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ p.proj.M ëåâîãî C-ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü äëèí ÷èñòûõ òî÷íûõ ðåçîëüâåíò M , èç ÷èñòî ïðîåêòèâíûõ ëåâûõ
C-ìîäóëåé. ×èñòàÿ ëåâàÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êîëüöîèäà C îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

l.p.gl.dim C = sup{p.proj.dimM : M ∈ ModC}.
Ïîëîæèì r.p.gl.dim C = l.p.gl.dim Cop.

Ïóñòü K � ïîëå, I � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç K[I] êîëüöîèä, îïðåäåëåííûé åñòåñòâåííûì èçîìîðôèçìîì ModI

K
∼=

ModK[I] êàòåãîðèé. Áðþíå â [58] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà I ðàâåíñòâî l.p.gl.dim K[I] = 0 áóäåò èìåòü ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà I âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Ìèò÷åë [137] óñòàíîâèë, ÷òî ïîíÿòèÿ
ëåâîé è ïðàâîé ïîëóïðîñòîòû, îáîáùåííûå íà êîëüöîèäû, ñîâïàäàþò. Òåì
íå ìåíåå, Áðþíå äîêàçàë, ÷òî ýòî íåâåðíî äëÿ ÷èñòûõ ãëîáàëüíûõ ðàçìåð-
íîñòåé:
Òåîðåìà 5.2 [58] Ïóñòü K � ïîëå ìîùíîñòè ≤ ℵ0, n � îðäèíàë. Òîãäà

(1) l.p.gl.dim K[ℵn] = 0 ;
(2) r.p.gl.dim K[ℵn] = n + 1, ïðè n < ℵ0;
(3) r.p.gl.dim K[ℵn] = ∞, ïðè n ≥ ℵ0.
Â ñâÿçè ñ ÷èñòîé ðàçìåðíîñòüþ Ê. Ó. Èåíñåí óïîìÿíóë î çíàìåíèòîé (âñå

åùå îòêðûòîé) ïðîáëåìå, áóäåò ëè ÷èñòàÿ ëåâàÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
êîëüöà ðàâíà 0, åñëè è òîëüêî åñëè åãî ïðàâàÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü íó-
ëåâàÿ. Ýòîò è àíàëîãè÷íûé âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â [113].

5.2 Êàòåãîðèè ðàçìåðíîñòè 1
Çàìåòèì, ÷òî åñëè C � ìîíîèä, òî êàòåãîðèÿ ModCR äëÿ ëþáîãî êîëüöà R ñ
1 ýêâèâàëåíòíà ModRC, ãäå RC � ìîíîèäíàÿ àëãåáðà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î öåïÿõ ñèçèãèé. Ïóñòü N � àääèòèâíûé ìîíîèä
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà [97] óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ïîëÿ K è öåëîãî ÷èñëà m ≥ 1

gl.dim ModNm

K = m,
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ãäå Nm � m-êðàòíîå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå N íà ñåáÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè èç ðàâåíñòâà gl.dim ModN

R = 1 +
ModR, âåðíîãî äëÿ ëþáîãî êîëüöà R ñ 1. Ìèò÷åë ñäåëàë ñëåäóþùåå îáîá-
ùåíèå:

Òåîðåìà 5.3 [139] (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà î ñèçèãèÿõ) Ïóñòü A � àáåëåâà
êàòåãîðèÿ ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè, è ïóñòü C � ÷àñòè÷íî ñâîáîäíàÿ
êàòåãîðèÿ, íå ýêâèâàëåíòíàÿ íèêàêîé äèñêðåòíîé. Òîãäà

gl.dimAC = 1 + gl.dimA.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáðàùåíèå îáîáùåííîé òåîðåìû î ñèçèãèÿõ [70].
Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1, M � ìîíîèä. ßñíî, ÷òî åñëè M ðàâåí (

∏n
i=1 Mi)×H,

äëÿ íåêîòîðûõ Mi, èçîìîðôíûõ àääèòèâíîé ãðóïïå Z èëè àääèòèâíîìó
ìîíîèäó N, ãäå H � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñî ñâîéñòâîì |H|R = R, òî

gl.dim ModM
R = n + gl.dim ModR.

Òåîðåìà 5.4 [70] Ïóñòü K � òàêîå êîììóòàòèâíîå íåòåðîâî êîëüöî ñ 1,
÷òî gl.dim ModK < ∞. Åñëè M � òàêîé êîíå÷íî-ïîðîæäåííûé êîììóòà-
òèâíûé ìîíîèä ñ ñîêðàùåíèÿìè, ÷òî gl.dim ModM

K = n + gl.dim ModK , òî
M èçîìîðôåí (

n∏
i=1

Mi) × H, ãäå Mi èçîìîðôíû Z èëè N, è H � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì |H|K = K.

Òåì ñàìûì âû÷èñëåíà ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè ModM
K â ñëó÷àå

êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî êîììóòàòèâíîãî ìîíîèäà M è êîììóòàòèâíîãî íåòå-
ðîâà êîëüöà K êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ýòà òåîðåìà òàêæå ïîçâî-
ëÿåò îõàðàêòåðèçîâàòü âñå êîíå÷íî-ïîðîæäåííûå êîììóòàòèâíûå ìîíîèäû
M ðàçìåðíîñòè dimKM = n.
Íàñëåäñòâåííûå äåëüòû. Ïóñòü R � êîëüöî ñ 1. Ìàëàÿ êàòåãîðèÿ C
íàçûâàåòñÿ R-íàñëåäñòâåííîé, åñëè gl.dim ModCR ≤ 1. Â [71] ðåøåíà ïðî-
áëåìà õàðàêòåðèçàöèè âñåõ ìàëûõ êàòåãîðèé C ñî ñëàáûìè ñîêðàùåíèÿìè
è áåç êðó÷åíèÿ, ó êîòîðûõ îáå èç C è Cop ÿâëÿþòñÿ R-íàñëåäñòâåííûìè.
Ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà Õ�åïíåðîì [100] â ñëó÷àå, êîãäà C � êàòåãîðèÿ
ñî ñëàáûìè ñîêðàùåíèÿìè è ñ êîíå÷íûìè hom-ìíîæåñòâàìè. Íàïîìíèì,
÷òî ìàëàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ æåñòêîé, åñëè ðàâåíñòâà xy = x′y′ ïðè
íåêîòîðûõ x, y, x′ è y′ âëåêóò âûïîëíåíèå ëèáî x = x′z, ëèáî x′ = xz, äëÿ
íåêîòîðîãî ìîðôèçìà z.

Òåîðåìà 5.5 [72] Ïóñòü C � íåäèñêðåòíàÿ äåëüòà, R � êîëüöî ñ 1. Òîãäà
C áóäåò R-íàñëåäñòâåííîé, åñëè è òîëüêî åñëè ìóñêóëû C äîïóñêàþò
ñîêðàùåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè è óäîâëåòâîðÿþò DCC, à R � êîëüöî
ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè 0.

Åñëè äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîðôèçìîâ α1, α2, ..., óäîâëåòâî-
ðÿþùåé dom αi = cod αi+1 äëÿ âñåõ i, ñóùåñòâóåò k, ïðè êîòîðîì âñå αi ñ
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èíäåêñàìè i > k ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C
èìååò ñâîéñòâî ñëàáîãî DCC.

Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî àðòèíîâîé, åñëè äëÿ êàæäîãî c ∈ C
êàòåãîðèÿ c/C èìååò ñëàáîå DCC.

Òåîðåìà 5.6 [100] Äëÿ êàòåãîðèè ñî ñëàáûìè ñîêðàùåíèÿìè C, ó êîòîðîé
âñå ìíîæåñòâà C(a, b) êîíå÷íû, ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) gl.dim ModCR ≤ 1+gl.dim ModR äëÿ êàæäîãî êîëüöà R, ïðè êîòîðîì
C íå èìååò R-êðó÷åíèÿ;

(2) gl.dim ModCR ≤ 1 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëóïðîñòîãî êîëüöà R;
(3) C � æåñòêàÿ è ëîêàëüíî àðòèíîâà.

Ñëàáàÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè ìîäóëåé. Ëåâûé ìîäóëü
M íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè ôóíêòîð (−)⊗C M òî÷åí. Îáû÷íûì îáðàçîì, ñ
ïîìîùüþ ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû îáúåêòà E èëè M , îïðåäåëÿþòñÿ ôóíê-
òîðû Tor C

n (E,M). Ñëàáàÿ (èëè ïëîñêàÿ) ðàçìåðíîñòü E îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

w.d. E = sup{k : Tor C
k (E,−) 6= 0},

èëè, ðàâíîñèëüíî, êàê äëèíà ñàìîé êîðîòêîé èç ïëîñêèõ ðåçîëüâåíò îáúåêòà
E.

Ñëàáîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ w.gl.dim ModC íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü ÷èñåë w.d. M , ãäå M ∈ ModC .

Áðþíå [57] îõàðàêòåðèçîâàë ÷. ó. ìíîæåñòâà C, òàêèå ÷òî

w.gl.dimAC − w.gl.dimA ≤ 1

äëÿ âñåõ îáîáùåííûõ êàòåãîðèé ìîäóëåé A.
Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ÷. ó. ìíîæåñòâî, âñå çàìêíóòûå èíòåðâàëû êîòîðîãî

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû.

Òåîðåìà 5.7 [57] Ðàâåíñòâà w.gl.dimAC = 1+w.gl.dimA ñïðàâåäëèâû äëÿ
âñåõ îáîáùåííûõ êàòåãîðèé ìîäóëåé A, åñëè è òîëüêî åñëè C � íåäèñê-
ðåòíîå äåðåâî.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî R ñ 1 íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ôîí Íåéìàíà, åñëè
êàæäûé ëåâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Õ�åïíåð èçó÷àë ñëàáóþ ãëîáàëü-
íóþ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè ôóíêòîðîâ íà äåëüòå ñî ñëàáûìè ñîêðàùåíèÿ-
ìè.

Òåîðåìà 5.8 [100] Äëÿ êàòåãîðèè C ñî ñëàáûìè ñîêðàùåíèÿìè, ó êîòîðîé
âñå ìîíîèäû C(c, c) êîíå÷íû, ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) w.gl.dimModCR ≤ 1 + w.gl.dim ModR äëÿ êàæäîãî êîëüöà R, òàêîãî
÷òî C íå èìååò R-êðó÷åíèÿ;

(2) w.gl.dim ModCR ≤ 1 äëÿ íåêîòîðîãî ðåãóëÿðíîãî êëüöà ôîí Íåéìàíà
R;

(3) C � æåñòêàÿ.
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5.3 Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïîâîãî êîëüöà
Òåîðåìà Ìàøêå. Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Êàê
è âûøå, C(A) îáîçíà÷àåò öåíòð àáåëåâîé êàòåãîðèè A.
Òåîðåìà 5.9 Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Åñëè
ïîðÿäîê ãðóïïû G îáðàòèì â C(A), òî gl.dimAG = gl.dimA. Â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ gl.dimAG = ∞.

Ñëåäñòâèå 5.10 (Ìàøêå)
Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à K � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî íå

äåëèò åå ïîðÿäîê, òî K�àëãåáðà K(G) ïîëóïðîñòà.

Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè G�îáúåêòîâ íàä àáåëåâîé ãðóï-
ïîé G.Ìèò÷åë óñòàíîâèë, ÷òî åñëè G � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóï-
ïà, ïîäãðóïïà êðó÷åíèÿ êîòîðîé èìååò ïîðÿäîê n, à A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ
ñ òî÷íûìè ñ÷åòíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èëè êîïðîèçâåäåíèÿìè, òî

gl.dimAG = r(G) + gl.dimA,

êîãäà n � îáðàòèìûé ýëåìåíò â C(A), è gl.dimAG = ∞ � â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.
Áîëåå îáùèì îáðàçîì, âåðíà

Òåîðåìà 5.11 [133] Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà r, è ïðåäïîëîæèì,
÷òî A èìååò òî÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ èëè êîïðîèçâåäåíèÿ ïî ìíîæåñòâàì
ìîùíîñòè |G|. Òîãäà

r + gl.dimA ≤ gl.dimAG.

Ïóñòü P � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ p, äëÿ êîòîðûõ G èìååò p-êðó÷åíèå. Åñ-
ëè p íå îáðàòèìî â C(A) ïðè íåêîòîðîì p ∈ P , òî gl.dimAG = ∞. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè p � îáðàòèìûå ýëåìåíòû â C(A) äëÿ âñåõ p ∈ P , è
åñëè, ñâåðõ òîãî, G � ñ÷åòíàÿ, òî

gl.dimAG ≤ 1 + r + gl.dimA.

Ìèò÷åë ïîñòàâèë âîïðîñ â [133]:
Áóäåò ëè óñëîâèå ñ÷åòíîñòè íåîáõîäèìûì â òåîðåìå 5.11? Áîëåå êîí-

êðåòíûé âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå êîëüöî R è íåñ÷åòíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
àáåëåâà ãðóïïà G, ÷òî

1 + gl.dim ModR < gl.dim ModG
R < ∞?

Îòâåò áûë äàí Í. ×åíîì [60]. Íåìíîãî ïîçæå Á. Îñîôñêàÿ [153] äàëà äðóãîå
äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 5.12 [153] Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà ìîùíîñòè
|G| = ℵk ≥ ℵ0. Åñëè K � ïîëå, â êîòîðîì îáðàòèìû ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû G, òî gl.dim ModG

K = k + 1.
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Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, G = (Z/pZ)|I|, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü K �
ïîëå õàðàêòåðèñòèêè charK 6= p. Â ñëó÷àå 2|I| = ℵk, |I| ≥ ℵ0, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

gl.dim ModG
K = k + 1.

Çíà÷èò, åñëè 2ℵ0 = ℵk, k < ∞, òî

1 + gl.dim ModK < gl.dim ModG
K = k + 1 < ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåòû íà îáà âîïðîñà Ìèò÷åëà ïîëîæèòåëüíû.

5.4 Ïðîåêòèâíî ñâîáîäíûå êîëüöîèäû
Êîëüöîèä C íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíî ñâîáîäíûì, åñëè êàæäûé ïðîåêòèâíûé
C�ìîäóëü ñâîáîäåí. Íàïðèìåð, ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Êâèëëåíà è Ñóñëèíà,
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâîáîäíîãî êîììóòàòèâíîãî êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî ìî-
íîèäà C è ïîëÿ K êîëüöî K C áóäåò ïðîåêòèâíî ñâîáîäíûì.
Ëîêàëüíûå êîëüöîèäû. Êîëüöîèä C íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè êàæ-
äûé ïðåäñòàâèìûé ôóíêòîð C(a,−) : C → Ab èìååò åäèíñòâåííûé ìàê-
ñèìàëüíûé èäåàë. Êàê è â ñëó÷àå êîëåö, C ëîêàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Cop ëîêàëåí. Ìèò÷åë îáîáùèë òåîðåìó Êàïëàíñêîãî è ïîëó÷èë:

Òåîðåìà 5.13 Ëîêàëüíûå êîëüöîèäû ïðîåêòèâíî ñâîáîäíû.

Ñëåäñòâèå 5.14 Åñëè K � òåëî, à C ÷. ó. ìíîæåñòâî, òî êîëüöîèä K C
ïðîåêòèâíî ñâîáîäåí.

Êîëüöîèäû íàä ÷. ó. ìíîæåñòâàìè. ×åíã è Ìèò÷åë [61, Ñëåäñòâèå 3]
äîêàçàëè, ÷òî åñëè ÷. ó. ìíîæåñòâî C èìååò DCC è åñëè êîëüöî R ñ 1 ïðî-
åêòèâíî ñâîáîäíî, òî RC � ïðîåêòèâíî ñâîáîäíûé êîëüöîèä. Îíè ïîñòàâèëè
âîïðîñ, åñëè C � ïðîèçâîëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, òî áóäåò ëè ZC ïðîåêòèâíî
ñâîáîäíûì? Ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà Õ�åïíåðîì è Ëåíöèíãîì [101]:

Òåîðåìà 5.15 Ïóñòü A � êàòåãîðèÿ ëåâûõ ìîäóëåé íàä íåíóëåâûì êîëü-
öîì R, C � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Òîãäà êàæäûé ïðîåêòèâíûé îáúåêò êà-
òåãîðèè AC èçîìîðôåí êîïðîèçâåäåíèþ

∑
p

Aph
p äëÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâà

îáúåêòîâ p ∈ ObC è ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ Ap èç A.

Çàìåòèì, ÷òî Ð. Óîíã [183] îáîáùèë ðåçóëüòàò ×åíãà è Ìèò÷åëà íà DCC
êàòåãîðèè:

Òåîðåìà 5.16 Ïóñòü C � DCC êàòåãîðèÿ. Òîãäà ôóíêòîð P : C→ ModR

ïðîåêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè îí èçîìîðôåí ôóíêòîðó âèäà
∑
p

Aph
p, ãäå

p ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îáúåêòîâ èç C, à Ap � ïðîåêòèâíûå R�
ìîäóëè.
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Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 5.1 [65] Íåèçâåñòíî, íåîáõîäèìî ëè óñëîâèå DCC â
òåîðåìå 5.16.

Åñëè R � ïîëå, òî óñëîâèå DCC ìîæíî îïóñòèòü [137, Ñ. 89].
Ôèðîèäû. Êîëüöîèä C íàçûâàåòñÿ èìåþùèì èíâàðèàíòíîå áàçèñíîå ÷èñ-
ëî (ÈÁ×), åñëè ëþáûå äâà áàçèñà (ñâîáîäíîãî) C�ìîäóëÿ èìåþò îäèíàêîâîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ. Åñëè C èìååò ÈÁ×, òî Cop òàêæå èìååò ÈÁ×. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò àääèòèâíûé ôóíêòîð èç êîëüöîèäà C â êîëüöîèä D, èìåþùèé ÈÁ×,
òî C èìååò ÈÁ×. Â ÷àñòíîñòè, åñëè R � êîëüöî ñ ÈÁ×, à C � ïðîèçâîëüíàÿ
ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, òî RC èìååò ÈÁ×.

Åñëè C èìååò ÈÁ× è åñëè êàæäûé ëåâûé èäåàë ñâîáîäåí, òî C íàçûâà-
åòñÿ ëåâûì ôèðîèäîì. Êîëüöîèä C íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ôèðîèäîì, åñëè Cop

� ëåâûé ôèðîèä. Îí íàçûâàåòñÿ äâóõñòîðîííèì ôèðîèäîì, åñëè îí ëåâûé
è ïðàâûé ôèðîèä. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëåâûå ôèðîèäû ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè
(òî åñòü, βα = 0 ⇒ α = 0 β = 0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè RC � ëåâûé ôèðîèä,
òî C äîïóñêàåò ñîêðàùåíèÿ.

Êàæäûé ëåâûé ôèðîèä ïðîåêòèâíî ñâîáîäåí.
Ïîëíîå îïèñàíèå äâóõñòîðîííèõ ôèðîèäîâ âèäà RC äàíî Óîíãîì [184].

Ëåâûì (ïðàâûì) êîëüöîì ñâîáîäíûõ èäåàëîâ (â ñìûñëå Êîíà [75]) íàçûâà-
åòñÿ êîëüöî, â êîòîðîì êàæäûé ëåâûé (ïðàâûé) èäåàë ñâîáîäåí.

Òåîðåìà 5.17 Êîëüöîèä RC ÿâëÿåòñÿ äâóõñòîðîííèì ôèðîèäîì, åñëè è
òîëüêî åñëè C � ÷àñòè÷íî ñâîáîäíàÿ êàòåãîðèÿ è R � òåëî, èëè C ýê-
âèâàëåíòíà äèñêðåòíîé êàòåãîðèè è R � äâóõñòîðîííåå êîëüöî ñâîáîäíûõ
èäåàëîâ.

Òåîðåìà 5.18 Åñëè C � íåòðèâèàëüíûé ìîíîèä, òî RC áóäåò äâóõñòî-
ðîííèì êîëüöîì ñâîáîäíûõ èäåàëîâ, åñëè è òîëüêî åñëè R � òåëî è C �
÷àñòè÷íî ñâîáîäåí.

5.5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé. Ïóñòü
ïîëíàÿ ðåøåòêà L ñîäåðæèòñÿ â êà÷åñòâå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè â ìàëîé
êàòåãîðèè C. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå F : C → L, ïîëàãàÿ
F (c) ðàâíûì íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç L, áîëüøèõ èëè ðàâíûõ
ýëåìåíòà c. Îòîáðàæåíèå F ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê è åãî îãðàíè÷åíèå íà L áóäåò
òîæäåñòâåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, gl.dimAC ≥ gl.dimAD äëÿ ëþáîé àáåëåâîé
êàòåãîðèè A. Îòñþäà âûòåêàåò

Òåîðåìà 5.19 Åñëè C � äèñêðåòíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, è A � àáåëåâà êà-
òåãîðèÿ, òî gl.dimAC = gl.dimA. Åñëè C íå äèñêðåòíà, òî gl.dimAC ≥
1 + gl.dimA, äëÿ ëþáîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A.

Ïóñòü 2 îáîçíà÷àåò ÷. ó. ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ 0 è 1, óïî-
ðÿäî÷åííîå ñ ïîìîùüþ 0 < 1. ßñíî, ÷òî gl.dimA2×2 = 2 + gl.dimA. Çíà÷èò,
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åñëè ÷. ó. ìíîæåñòâî C ñîäåðæèò 2 × 2, òî gl.dimAC ≥ 2 + gl.dimA. Ñëå-
äóÿ Ìèò÷åëó, â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C ñîäåðæèò êâàäðàò.
Ðàçìåðíîñòüþ Êðóëëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äëèí åãî
öåïåé. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî C áóäåò ñâîáîäíûì êàê êàòå-
ãîðèÿ, åñëè è òîëüêî åñëè âñå åãî ìóñêóëû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè. Â ýòîì ñëó÷àå C íå ñîäåðæèò êâàäðàò.
Òåîðåìà 5.20 Åñëè C � ÷. ó. ìíîæåñòâî, âñå ìóñêóëû êîòîðîãî èìåþò
êîíå÷íûå ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ, è C íå ñîäåðæèò êâàäðàò, òî

gl.dimAC ≤ 1 + gl.dimA,

äëÿ âñÿêîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè.
Ïîä êàòåãîðèåé Ãðîòåíäèêà ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü àáåëåâó êàòåãî-

ðèþ ñ òî÷íûìè íàïðàâëåííûìè êîïðåäåëàìè è ñ îáðàçóþùèì.

Òåîðåìà 5.21 [140] Ïóñòü C � ÷. ó. ìíîæåñòâî. Òîãäà ðàâåíñòâî

gl.dimAC ≤ 1 + gl.dimA
èìååò ìåñòî äëÿ âñÿêîé êàòåãîðèè Ãðîòåíäèêà ñ äîñòàòî÷íûì ÷èñëîì
ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå çàìêíóòûå
èíòåðâàëû â C âïîëíå óïîðÿäî÷åíû. Áîëåå òîãî, ðàâåíñòâî âåðíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà C � íå äèñêðåòíà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå gl.dim AbC ≤ 1 + gl.dim Ab ÷. ó. ìíîæåñòâî C áóäåò
äåðåâîì.
×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íàäñòðîå÷íóþ
êîðîíó. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

gl.dimAĈn = 3 + gl.dimA.

Òàê êàê Ĉn � êîíå÷íàÿ ðåøåòêà ïðè n ≥ 3, òî

gl.dimAĈn ≥ 3 + gl.dimA
äëÿ ëþáîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà C, ñîäåðæàùåãî Ĉn êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ,
n ≥ 3.

Òåîðåìà 5.22 Åñëè C � ÷. ó. ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå êîðîí, âñå çà-
ìêíóòûå èíòåðâàëû êîòîðîãî èìåþò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ, òî

gl.dimAC ≤ 2 + gl.dimA,

äëÿ ëþáîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè C � ïðîèçâîëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå êîðîíó,
òî

gl.dimAC ≥ 3 + gl.dimA,

äëÿ âñÿêîé àáåëåâîé êàòåãîðèè A.
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Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Áðþíå îöåíèë ñâåðõó gl.dimAC,
â ñëó÷àå, êîãäà C � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, è A � êàòåãîðèÿ
ìîäóëåé íàä êîììóòàòèâíûì íåòåðîâûì êîëüöîì ñ 1.

Ïóñòü J � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîäìíîæåñòâî I ⊆ J íà-
çûâàåòñÿ êîèíèöèàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ J ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ I,
÷òî y ≤ x. Êîèíèöèàëüíîñòüþ J íàçûâàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìîùíîñòåé êî-
èíèöèàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 5.23 [35] Ïóñòü J � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå ïî êðàéíåé ìåðå 2 ýëåìåíòà, K � êîììóòàòèâíîå íåòåðîâî êîëüöî
ñ 1. Åñëè K � äåäåêèíäîâà îáëàñòü èëè ëîêàëüíîå êîëüöî, òî

gl.dimModJ
K = n + 2 + gl.dim ModK ,

ãäå ℵn åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü êîèíèöèàëüíîñòåé òàêèõ îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ U ⊂ J , ÷òî U 6= J .

Çàìåòèì, ÷òî îáîáùåíèå Ìèò÷åëà [137, Ñëåäñòâèå 36.12] ðåçóëüòàòà Îñîô-
ñêîé [151, Ñëåäñòâèå 7.5] íà êîëüöîèäû íîðìèðîâàíèÿ äàåò ðàâåíñòâî

gl.dim ModJ
K = n + 2

ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà K � òåëî. Èñïîëüçóÿ òîíêèé ðåçóëüòàò Áàññà [43],
Áðþíå [57] äîêàçàë íåðàâåíñòâî

gl.dim ModJ
K ≤ n + 2 + gl.dim ModK

äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî íåòåðîâà êîëüöà K.
Äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ïîëó÷àåì

gl.dim ModR
Z = 3.

Ýòî äàåò îòâåò íà âîïðîñ Áðþíå [57].

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà 5.2 Ïóñòü J � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå ïî êðàéíåé ìåðå 2 ýëåìåíòà, K � êîììóòàòèâíîå íåòåðîâî
êîëüöî ñ 1. Äîêàçàòü, ÷òî

gl.dimModJ
K = n + 2 + gl.dim ModK ,

ãäå ℵn � âåðõíÿÿ ãðàíü êîèíèöèàëüíîñòåé òàêèõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
U ⊂ J , ÷òî U 6= J .

5.6 Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü àëãåáð èíöèäåíòíîñòè
Êîãäà êàòåãîðèÿ C èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî îáúåêòîâ, êàòåãîðèÿ AbC

áóäåò ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ModZ[C], ãäå Z[C] � êîëüöî èíöèäåíòíîñòè
C. Çíà÷èò, âû÷èñëåíèå îòíîñèòåëüíîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè Z[C] ìîæ-
íî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ îòíîñèòåëüíîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè êàòåãîðèè
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AbC. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàáîòû P áóäåò ñîáñòâåííûì êëàññîì êîðîòêèõ
òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â A, â ñìûñëå [125].

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, A � îáúåêò èç A. Äëÿ êàæäîãî
c ∈ C îáîçíà÷èì ÷åðåç A[c] : C→ A � ôóíêòîð, îïðåäåëåííûé êàê

A[c](x) =
{

A, x = c,
0, .

Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃n(C, A) ïðèâåäåííûå
êîãîìîëîãèè íåðâà C ñ êîýôôèöèåíòàìè â A. Ïîëîæèì ]a, b[= {x ∈ C : a <
x < b}.

Ïóñòü AC � êàòåãîðèÿ ôóíêòîðîâ C → A. Íàïîìíèì, ÷òî CP îáîçíà-
÷àåò ñîáñòâåííûé êëàññ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 → F ′ → F → F ′′ → 0,
÷òî 0 → F ′(c) → F (c) → F ′′(c) → 0 ïðèíàäëåæàò P ïðè âñåõ c ∈ C.

Òåîðåìà 5.24 [36] Ïóñòü C � êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ âñåõ
A,B ∈ A è a < b â C ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðâîé ÷åòâåðòè òèïà

Ep,q
2 = H̃p−2(]a, b[, Extq

P (A,B)) ⇒ Extp+q
CP (A[a], B[b])

Åñëè A � êàòåãîðèÿ ëåâûõ ìîäóëåé íàä ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì K ñ 1,
òî ìû ïîëó÷àåì èçîìîðôèçìû

H̃n−2(]a, b[,K) ∼= Extn(K[a],K[b]), ∀n ≥ 2.

Â ñëó÷àå ïîëåé K ýòè èçîìîðôèçìû áûëè ïîëó÷åíû â [154]. Ñèáëñ îáîáùèë
èõ íà ïðîèçâîëüíûå êîëüöà K ñ 1. Èãóñà è Çàõàðèÿ [105], à òàêæå Ïîëî [158]
ïðèìåíèëè èõ ê èçó÷åíèþ ãðóïï ðàñøèðåíèé è ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè
êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì èíöèäåíòíîñòè. Îïðåäåëèì îòíîñèòåëü-
íóþ ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü gl.dim PA êàòåãîðèè A ïî îòíîøåíèþ ê P
êàê âåðõíþþ ãðàíü n ≥ 0, äëÿ êîòîðûõ Extn

P (−, =) 6= 0.

Ñëåäñòâèå 5.25 Ïóñòü C � êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, A � òàêàÿ àáå-
ëåâà êàòåãîðèÿ , ÷òî gl.dim PA < ∞. Òîãäà

gl.dim CPAC = gl.dim PA,

åñëè è òîëüêî åñëè C äèñêðåòíî.

Ñëåäñòâèå 5.26 Ïóñòü C � êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, A � òàêàÿ àáå-
ëåâà êàòåãîðèÿ, ÷òî gl.dim PA < ∞. Òîãäà

gl.dim CPAC = 1 + gl.dim PA,

åñëè è òîëüêî åñëè C íå äèñêðåòíî, è äëÿ êàæäîé ïàðû a < b èç C ïîä-
ìíîæåñòâî ]a, b[⊆ C ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî.
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Ñëåäñòâèå 5.27 Ïóñòü C � êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, è ïóñòü A �
òàêàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ, ÷òî gl.dim PA < ∞. Òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
C ðàâíîñèëüíû:

1) gl.dim CPAC ≤ 2 + gl.dim PA,
2) C íå ñîäåðæèò Ĉn, ïðè n ≥ 3, è åñëè ïîäìíîæåñòâî S ⊆ C èçî-

ìîðôíî Ĉ2, òî S ñîäåðæèò öèôðó 8.

Ýòè ñëåäñòâèÿ îáîáùàþò ðåçóëüòàòû Ìèò÷åëà èç [134].

Ñëåäñòâèå 5.28 Ïóñòü C � êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî, è ïóñòü q =
gl.dim PA < ∞. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

gl.dim CPAC < dim C+ gl.dim PA

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
1) dim C > 3,
2) (∀a, b ∈ C) Hp−2(]a, b[) = 0 ïðè p = dim C, è äëÿ âñåõ A,B ∈ A âåð-

íî ðàâåíñòâî mExtq
P (A,B) = Extq

P (A,B), ãäå m � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ãðóïïû Hp−3(]a, b[).

Ó. Ò. Ñïèðñ [176] ïîñòðîèë ñëåäóþùèé ïðèìåð êîíå÷íîãî ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîãî ðàçíîñòü gl.dimAC − gl.dimA, A =
ModK , çàâèñèò îò ïîëÿ K:
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Êîíòðïðèìåð Ñïèðñà

Ìèò÷åë ïðèìåíèë òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû. Ïóñòü D2
m � êëåòî÷íûé êîìï-

ëåêñ ðàçáèåíèÿ êðóãà {(x, y) : x, y ∈ R, x2 + y2 ≤ 1}, ñ òîïîëîãèåé ïîäïðîñò-
ðàíñòâà â R2, íà 2m ñåêòîðîâ

Sk = {(ρcosϕ, ρsinϕ) : ρ ≤ 1,
(k − 1)π

m
≤ ϕ ≤ kπ

m
}

ãäå k = 1, 2, · · · , 2m. Îòîæäåñòâëÿÿ êàæäóþ òî÷êó (cosϕ, sinϕ) ñ òî÷êàìè
(cos(ϕ + 2lπ

m ), sin(ϕ + 2lπ
m )), ãäå l = 1, 2, · · · , l− 1, ïîëó÷àåì êëåòî÷íûé êîìï-

ëåêñ, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãî áóäåò ïñåâäîïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòüþ. Åñëè ìû óïîðÿäî÷èì åãî êëåòêè ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ
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è äîáàâèì èíèöèàëüíûé ýëåìåíò 0 è òåðìèíàëüíûé ýëåìåíò t, òî ïîëó÷èì
m-æåì÷óæèíó gm Ìèò÷åëà [137].

Ïóñòü Z( 1
m ) � êîëüöî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ

ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà m. Ìèò÷åë äîêàçàë â ðàáîòå
[137], ÷òî åñëè A � àáåëåâà Z( 1

m )-êàòåãîðèÿ ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè,
òî

gl.dimAgm = 3 + gl.dimA,

à åñëè A ÿâëÿåòñÿ Z/mZ-êàòåãîðèåé ñ òî÷íûìè êîïðîèçâåäåíèÿìè, òî

gl.dimAgm = 4 + gl.dimA.

×. ×. ×åíã [61] îïèñàë âñå ëîêàëüíî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå íåðàâåíñòâó gl.dimAC − gl.dimA ≤ 2.

Çàìåòèì, ÷òî ñòàòüÿ [104] ñîäåðæèò àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ âñåõ ðàñ-
ñìîòðåííûõ ðàçìåðíîñòåé êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.
Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèÿõ íàä ñòðîêàìè è ñòîëá-
öàìè öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö. Ãåîìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðàç-
ìåðíîñòåé íåèçâåñòíû.
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[171] Roos J.-E. Bidualité et structure des foncteurs dérivés de lim dans la
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